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Vorrede. 



Vorliegendes Werk, welches ich dem mathematischeo Pabli- 
knm übergebe^ enthält in sich, wie schon das Titelblatt zeigt, die 
Theilung des Winkels im Allgemeinen, somit auch des Kreises, 
insbesondere aber die Trisection eines jeden beliebigen Winkels; 
also die Auflösung einer historisch merkwürdigen Aufgabe, welche 
bis jetzt gänzlich vernachlässfi^C ybrd^ 

Die Theilung des Winkel' il^l nach meinen bisherigen Erfah- 
rungen die schwerste^ aber auch die fruchtbringendste Aufgabe aus 
dem ganzen unermesslichen Gebiete der Geometrie. 

Das Bestreben der alten Griechen^ diese Aufgabe aufzulösen, 
war die Veranlassung zur Entdeckung der so allgemein bekannten 
Kegelschnittslinien, der Spirale^ Schraubenlinien u« s. w., und die 
Vernachlässigung dieser Aufgabe in späterer Zeit war die Ursache, 
dass man seit zwei tausend Jahren bis jetzt keinen neuen Fort- 
schritt im Gebiete der krummen Linien machen konnte. 

Der Grund der Vernachlässigung dieser Aufgabe liegt grössten* 
theils in der von den alten Griechen gestellten Forderung selbst; aber 
auch darin ^ weil man jeden, der diese Auflösung unternehmen 
wollte, gewissermassen verhöhnte, indem man auf die Unmöglich- 
keit derselben hinwies. 
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ObschoD durch die höhere Geometrie nachgewiesen wird, dass 
durch den Kreis und die gerade Linie allein die streng geometrische 
Auflösung der Trisection nicht möglich ist, so unternahm ich diese 
äusserst schwierige Aufgabe dennoch mit dem Vorsatze, dieselbe 
der von den alten Griechen gestellten Forderung gemäss so annä- 
hernd zu lösen, als es die praktische Genauigkeit fordert. 

Nach zehnjähriger muhevoller Arbeit gelang es mir die Auf- 
lösung dieser Aufgabe, und zwar die der Trisection allein , auf 
mehr als hunderterlei Arten mathematisch richtig durch krumme 
Linien auszuführen, aus denen dann die in diesem Werke ent- 
haiteDeo 48 Methoden abgeleitet wurden. Viele yoq diesen Me- 
thoden gehen bis 90^ auf Minuten, viele aber bis 90" sogar auf 
Sekooden geoa«; daher diese Aufgabe gewiss so weit gelöst ist^ 
als 68 die praktische Genauigkeit nur immer verlangen kann* 

Vorausgeschickt wurden sechs Auflösungen über die Bisection, 
den Schluss bilden sechzehn Methoden aber die PoIjfBection mit 
mehreren neuen Polysecdonscurven. 

Bei der Bearbeitung dieses V^^erkes kam ich auf viele neue 
Constructionen ; und es sind daher als Beitrag zur Geometrie drei 
Abbandlungen durch die k« k. Akademie der Wissenschaften be- 
reiCs v^öffentlicbt worden. Mehrere andere, welche bereits druck- 
fartig liegen^ werden bald nachfolgea. Ebenso werden in meiner 
Geometrie mehr als fünfzig neue Constructionen enthalten sein. 

Ansserdem gelang es mir bei der Bearbeitung dieser Auf- 
gabe auf mehr als hundert neue Systeme mathematischer Linien 
zu kommen, welche dessfaalb von Interesse und Bedeutung sind, 
weil -die meisten dieser Linien, in aich selbst zurückkehrend, 
äusserst regulär imd von verschiedenartigen Formen sind, welche 
mit den in der Natur vorkommenden Gebilden «m besondere 
Ähnlichkeit haben. 



Da man, wie bekannt, in der höheren Geometrie nur di'> 
Dige wenige in sieb selbst zurüci&kehrende Linien hat, ausser diesen 
aber nur astförmige kennt, so wird die Geometrie mit Veröffeot^ 
lichaog dieses Werkes einen Schritt vorwärts machen* So gehören 
z. B. die EiHnie (Oval), Ellipse, Parabel und viele andere ahn-* 
liehe in sich selbst zurückkehrende Linien zu einem meiner Sy- 
steme, von welchem Systeme man aber nur zwei Linien kennte 
d« i, die Ellipse und die Parabel* Ebenso ist die für die Eilinie 
von mir abgeleitete Gleichung eine allgemeine, aus welcher sich 
auch die der Ellipse^ Parabel und vieler andern ähnlichen in sich 
selbst zurückkehrenden Linien flnden lassen* 

Nach dem Urtheile der Sachkundigen, welche Gelegenheit 
hatten die genannten krummen Linien zu sehen, werden dieselben 
für die Naturhistoriker von besonderem Interesse und Gewichte sein. 

Das Werk über diese neuen Curven ist so umfangreich^ dass 
es nur theilweise veröffentlicht werden kann, wozu ich mit dem 
vorliegenden W^ke den Anfang mache. Man hat dabei mit solehen 
Schwierigkeiten zu kämpfen^ die nur ein Sachkundiger leicht ein- 
sehen kann. Denn nicht nur das Auffinden, sondern auch das Zeich- 
nen und Reebnen ist mit grossen Schwierigkeiten verbunden, weil 
das aine dem andern die Hand bieten mnss* 

Dass man bis jetzt keine andern Linien als die der Alten, 
kennt, J^ommt daher^ weil man in der gesammten Geometrie mehr 
redmei als zeichnet und mit besonderer Vorliebe klafterlange 
Rechnungen und Formeln entwickelt Es wird also im Allgemein» 
nen gesagt, entweder gerechnet und nicht gezeichnet, oder es 
wird gezeichnet und nicht gerechnet* ' 

Es ist daher ein zweiter vnchtiger Gnmd, warum die Geo^ 
meCrie 4er Cnmen anf gleicher Höhe blieb, der, weil man die 
eonstriielive Seite der gesammten Geometrie, einen von den alten 
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Griechen bochgeschätzten uod eot wickelten Zweig der Wissenschaft^ 
d. u die geometrische Analysis bedeutend vernachlässigte« Die 
Hauptursache dieser Vernachlässigung ist aber nur in der Ver- 
wechslung zwischen der Methodik der Wissenschaft und dem Sy- 
steme derselben zu suchen. 

Man ßingt wohl an, besonders in Deutschland, nach und nach 
schon in den Schulen die geometrische Analysis als einen für sich 
bestehenden Gegenstand einzuführen; und es sind auch darüber 
mehrere vortrefiTliche Werke in Deutschland erschienen, welche als 
Leitfaden zu dienen haben. 

Mit Recht hat die Oberschul behörde Württembergs in denje- 
nigen höheren Realanstalten, welche zur Vorbereitung für künftige 
Polytechniker bestimmt sind, als siebendes Fach die geometrische 
Analysis eingeführt. Dadurch wird also bezweckt, dass der mathe- 
matische Unterricht an den Lehranstalten das werde, was er werden 
soll und werden kann, also kein todter Mechanismus des Wissens, 
sondern eine lebendige Geistes- Gymnastik ; denn durch geome- 
trische Analysis wird dem Schüler insbesondere klar, auf welche 
Weise man zu den in Büchern vorhandenen Auflösungen gekommen 
sei; und dadurch bekommt der Schüler ein Mittel an die Hand sich bei 
solchen Aufgaben, welche in den Sammlungen nicht stehen, selbst 
helfen zu können, also selbstthälig bei seinen mathematischen Ar- 
beiten zu Werke zugehen; denn eine einzige von dem Schüler 
selbst gelöste Aufgabe stärkt seine Kraft mehr^ als ein Dutzend 
solcher Aufgaben, deren Lösung ihm vorgemacht wird* 

Dass Archimedes sicher der grösste Meister in der geometri- 
schen Analysis war, ist wohl bekannt ; allein weil er sich in seinen 
Schriften blos des synthetischen Vortrages bedient, so hat er so zu 
sagen die Leiter, auf welcher er zu seinen Entdeckungen gelangte, 
seinen Nachfolgern nicht gegeben; daher darf es uns auch nicht 
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befiremden, dass^ die Zeiten nach ihm, — Apollonius ausgenommen; 
— so arm an Entdeckungen sind. Denn nicht jedes Jahrhundert 
kann solche Männer hervorbringen, und da dieser damals die geo- 
metrischen Untersuchungen so weit gefördert hatte, als sie aus 
blosser Construction sich herleiten liessen, ferner soweit als es der 
Zostaod der griechischen Arithmetik ertaubte, die er auf die Geo- 
metrie angewandt hatte, ja auch soweit, dass diese Ergebnisse fllr 
die Anwendung in der Praxis hinreichend waren^ so blieb den Nach- 
folgern^ die keine Archimedes waren, wenig Nachlese übrig. 

Erst in der neuesten Zeit wurde von Descartes die analytische 
Geometrie entdeckt^ der zuerst Abscissen und Ordinalen anwandte 
und durch Gleichungen zwischen ihnen das Wesen der krummen 
Linien darstellte. — Durch diese glückliche Idee gab Descartes 
der Geometrie eine Eleganz in ihrem Vortrage und eine Allgemein- 
heit in ihren Resultaten, die bei der früheren Behandlungsweise 
Dicht zu erreichen war. Diese Vorzüge wurden von seinen Nach- 
folgern bald anerkannt und von Newton^ Leibnitz^ Euler, dann in 
unseren Tagen von Lagrange^ Laplace und Monge zu einer neuen 
and herrlichen Wissenschaft geschaffen; allein da man eben da- 
durch^ sobald bei der Lösung geometrischer Probleme die nöthigen 
Gleichungen gebildet sind, fast blindlings auf eine mechanische Art 
zum Ziele gelangt, so bekümmert man sich dabei nur wenig um 
die Construction, da man höchstens die Endausdrücke construirt, 
und es müssen diese Gonstructionen auf die Einfachheit und Fein- 
heit Verzicht leisten^ die aus der geometrischen Analysis hervor- 
gehen müssen. Es war daher diese neue Entdeckung zugleich Ur- 
sache, dass die constructive Geometrie sich nicht über die Schraur 
ken einer handwerksmässigen Kenntniss erhob. 

Man hat daher selbst mit Hilfe dieser neuen Wissenschaft 
rücksichtlich der krummen Linien keine neue Entdeckung gemacht. 
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und blieb in der höheren Geometrie noch immer bei den Kegel- 
schnittslinien, 80 zwar, dass diese Linien die Elemente der höheren 
Analysis bilden* Aber auch in den grösseren Werken, wie z. B. 
in dem sonst geschätzten Werke »System der analytischen Geo- 
metrie n. B. von Dr. I. Plücker» sieht man ausser einigen in 
sich selbst zuräckkehrenden Linien nur astförmige mit oder ohne 
Schlingen versehene Curven. 

Man kann also mit Hilfe der analytischen Geometrie viele 
Probleme lösen, insbesondere aber die Gleichungen der Curven 
dann darstellen, sobald man bei einer oder der anderen derselben 
tin gewisses Gesetz zwischen den Coordiuaien eines jeden Punktes 
kennt. Umgekehrt können aus einer bekannten Gleichung einer 
Cufve alle Eigenschaften derselben gefolgert werden, welches alles 
nach bestimmten allgemeinen Regeln geschieht. 

Ganz anders aber ist das Verfahren vom Standpunkte der reinen 
Geometrie aus. Von allgemeinen Verfahrungsmethoden kann hier 
keine Rede sein, weil jede einzelne geometrische Aufgabe als Indi- 
viduum erscheint, welche eine individuelle Behandlung verlangt; 
und da die verschiedenen Constructionen der vielseitigsten Arten 
ton Aufgaben auf den verschiedensten Lehrsätzen beruhen, so ist 
es Sache einestheils der genugenden theoretischen Kenntnisse der 
Elementargeometrie und andemtheils des Scharfsinnes, damit bei 
jeder Aufgabe auch wirklich der passende Lehrsatz demjenigen ein- 
falle^ der sich mit der Lösung dieser Aufgabe beschäftigt. Denn die 
Vorbereitung zur Analysis oder die Ziehung der Hilfslinien ist das 
Schwierigste bei der Sache und gerade das ist, wofür es keine 
aHgemeinen Regeln gibt, welches also nur durch Nachdenken und 
Uebung im Auflösen der schon gelösten nnd noch nicht gelösten 
Aufgaben erreicht werden kann. 

Die geometrische Analysis ist also für alle jene , welche ihren 
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Verstand io der Ck)mbiDirung der Wahrheiten und der strengen 
logischen Schlussfolgen üben nnd schärfen wollen, bei weitem 
jeder andern Methode vorzuziehen. Und diese Methode, welche 
man die Methode der Alten desshalb nennt, weil sie sich der^ 
selben bei der Auflösung der geometrischen Probleme bedienten, 
wurde bis jetzt bedeutend vernachlässigt. 

Im Allgemeinen kann man die analytische Methode die Er^ 
findungsmetbode heissen, weil sie wirklich die Mittel darbietet, 
Erweiterungen und Entdeckungen zu machen. Durch diese Me- 
thode gelang es den alten Griechen in der Geometrie die Funda- 
mente einer wissenschaftlichen Behandlung zu gründen und darauf 
ein System zu bauen, welches noch jetzt Staunen nnd Ehrfurcht 
erweckt. Dies gluckte den alten Griechen desshalb, weil sie diese, 
so wie auch andere Wissenschaften rein aus Vorliebe dafür be- 
trieben und betreiben durften; denn es lehrt uns die Geschichte, 
dass Hyppokrates von Chio (450 v. Gh.), weil er zuerst in Athen 
ums Geld Geometrie lehrte, von den Pytbagoräern aus ihrer Ge- 
meinschaft ausgeschlossen wurde. Es hatte daher bei den Griechen 
die Wissenschaft als Wissenschaft einen besonderen Werth, auch 
abgesehen vom Nutzen der Anwendung; und dies ist die Ursache, 
warum diese Wissenschaft in der platonischen Schule jene Höhe 
als Grundpfeiler erreichte. 

Mit Hilfe dieser Grundlage und der analytischen Geometrie 
macht man in unsern Tagen bedeutende Fortschritte in der ge- 
sammten Mathematik, welches wohl jedem Freunde dieser Wissen- 
schaft aus den mathematischen Zeitschriften, wie auch aus den 
einzelnen neuen Abhandlungen bekannt ist. 

Ich kam durch die geometrische Analysis auf obgemeldete 
Linien, und die analytische Geometrie oder die Coordinatenlehre 
hilft mir deren weitere Eigenschaften zu untersuchen, und so^ wie 



mtn es zu ibun pflegt, nach dem Grade der ihoen eotsprecheDden 
GleichttDgen selbe in Ordoungeo zu briogeo. — Was die ober-^ 
wähnten Systeme betrifflt, so erhalten sie diesen Namen von einem 
Gesetze, weichem alle Curven im allgemeinen unterworfen sind^ 
welches ich aus den bereits circa zwei tausend berechneten und 
construirten Curven schliessen kann. Es gibt also ein Princip, 
nach welchem alle nur möglichen Linien construirt werden, und 
dies werde ich mit nächstem bekannt machen. 

Indessen gebe ich mich schliesslich der Hoffnung hin, dass 
das vorliegende Werk, welches ich rein aus Vorliebe für die Wis- 
senschaft bearbeitet habe, und welches durch die MuniOzenz des 
Herrn Verlegers so schön ausgestaltet wurde, eine beifällige Auf- 
nahme flndet, wodurch ich für meine Mühe und mein redliches 
Streben zum Theile belohnt werde. 

Geschrieben in Wien, im Jahre 1859« 



üVikolaogi FialkowskI, 

der Verfasser. 
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Einleitung. 



JjLurz vor Plato erregten zwei Aufgaben die volle Thätigkeif 
aller damaligen Geometer , und wenn auch die erste , obwohl 
genügend aufgelöst, doch nicht dafür in damaliger Zeit anerkannt 
wurde, die zweite hingegen die Kräfte der noch allzu jungen Wis- 
senschaft überstieg, so danket man doch den Bestrebungen dessfalk 
eine bedeutende Anzahl schöner Entdeckungen ^ worunter auch die 
Kegelschnitte gehören« 

Die erste Aufgabe, die Delische, ist die bei den Alten so be- 
rühmte Aufgabe von der Verdoppelung eines Würfels, d. u die 
Seite eines Würfels zu finden, welcher doppelt so gross ist, als ein 
gegebener. 

Die Veranlassung dazu wird auf folgende Art erzählt; Als 
Pest und Krieg Griechenland verheerte, fragte man ApoUo's Orakel 
2u Delos, was zu thun sei, um von diesem Uebel befreit zu wei- 
den. Das Orakel antwortete: Verdoppelt den Altar. Nun war dieser 
ein Würfel und die Griechen suchten dieser Forderung dadurch 
zu genügen, dass sie den Altar doppelt lang, breit und hoch ma- 
chen vi^oUten, allein umsonst ; — Pest und Krieg hörten n!cht auf. Da 
wurde ihnen erklärt, dass dann der Altar verachtfacht, und nicht 
verdoppelt würde. Es entstand nun die grosse Schwierigkeit, die 
Seite eines Würfels zu finden, der doppelt so gross als ein gege- 
bener ist. 

Plato, den manche Neuere für die Stimme des Orakels hallen, 
erklärte den Sinn derselben dahin : Der Gott wolle , dass die Grie- 
chen, statt durch ewige Streite sich das Leben wechselseilig zu 
verbittern, . dasselbe durch Wissenschaft veredeln sollten. 

Die zweite Aufgabe, welche in der Platonischen Schule auf- 
kam, und mit welcher die grössten Geoneter des Alterthums sich 

Fiaikow»ki, Theilung des Winkels. | 



fruchtlos beschäftigten ; ist die Trisektion, d. i. die Theilung eines 
geradlinigen Winkels in 3 gleiche Theile. Nachdem man die Me- 
thode kannte, einen beliebigen Winkel geometrisch in zwei gleiche 
Theile zu theilen, so war es ganz natürlich, dass man über die Art 
und Weise nachdachte, wie man einen solchen geometrisch in drei 
gleiche Theile theilen könnte. 

So leicht nun diese Aufgabe zu sein scheint, so schwierig ist 
sie in der That doch, und übersteigt die Kräfte der antiken geo- 
metrischen Construction, welcher die Alten bloss Zirkel und Lineals 
erlaubten. 

Der Grund der Schwierigkeit liegt darin, dass die Analysis 
auf jede gegebene Frage, alle auf diese passende Antworten gibt, 
und nicht bloss diejenige, welche man im Sinne hat. Hat man näm- 
lich einen Winkel BAC = a, den die Geraden B A und C A bilden, 
im Auge, so kann dieser Winkel entstanden sein , indem man die 
Gerade B ^1 um den Winkel von «^ von A C wegdrehe (und die- 
sen Winkel muss man gewöhnlich im Auge haben), oder zweitens, 
wenn man AB Mm volle 4 rechte Winkel , und noch um a® von 
AC wegdreht, und drittens, wenn man die AB zweimal um und 
um und noch um a®, d. h. um 2.360-}-«® von AC wegdreht 
u, 8. w. 

Der Winkel ABC stellt uns also unzählige Neigungen der 
Linien B A und A C vor, welche sich alle um ein, zwei, drei, vier 
41. s. w. völlige Umdrehungen von einander unterscheiden. Will man 
nun den Winkel B AC =- a in mehrere gleiche Theile theilen , so 
hat man zugleich 360 -|- a, 2 . 360 + a , 3 . 360 + a u. s. w. 
in eben so viele gleiche Theile zu theilen. 

Ist also ein Winkel a zu halbiren , so ist eigentlich jeder der 
folgenden Winkel: a^ a -^^ 360, « -|- 2 . 360,« + 3 . 360 u.s. w. 
zu halbiren, das gibt: 

^,f+180, J+360, I + 360 -f- 180 u. s. w. 
Dieses gibt zwei verschiedene Auflösungen — und — f- 180, weil 

die Winkel - und ^+ 360, ^ -}- 180 und ^ -1- i80 + 360 u. 
2 * 2 ^1 2 

s. w. durch dieselbe Construction gegeben sind. 

Halbire ich nun auf die gewöhnliche Art einen Winkel, und 
verlängere die Halbirungslinie über den Scheitel hinaus, so sind 



dadurch die Winkel — und — -f* ISO** construirt, daher in diesem 
Palle die Auflösung sehr teichl> 

Um also auf unseren bestimmten Fall zurückzukommen, soll ein 
Winkel a in 3 gleiche Theile getbetlt werden, so muss: 

ß + 360*, a+ 2. 360°, « + 3.360 + . . . 
in 3 gleiche Theile gelheill werden. Die dritten Theile dieser Win- 
kel sind aber: 

J + I + 120, I + 240, I + 360, J + 360 + 120, 
-| + 360 + 240, -^ + 2 - 360 U. s. W. 

80 dass also drei verschiedene Construclionen, die von — , 1- |20, 

~ -f- 240 alle diese Winkel gegeben; da in der Construclion der 
Winkel -^ und der von -^ + 360*, der von ^ -{- 120 und der 
von — -|- *20 -f- 360 u, s. w. nicht unterschieden sind. 

Die Aufgabe also, einen gegebenen geradlinigen Winkel in 8 
gleiche Theile zu theilen , läset drei verschiedene Auflösungen zu ; 
und die Analysis muss eine Gleichung des dritten Grades geben, 
velcfae sich blos mit Kreis und gerader Linie nicht construiren 
lässt, daher ist es leicht begreiflich, dass die Versuche dessfalls der 
ausgezeichnetsten Geomeler des Alterlhums fruchtlos sein mussten. 
Flg. t. 




Dessenungeachtet ist es erstaunhch, wie sehr sie die Auflösung 
dieser Aufgabe vereinfacht, und auf ein leichtes mechanisches Verfahren 
reduzirt hatten. Sie sagten nämlich, will man den Winkel CA B (Fig. I) 



in dr^i gleiche Theile theileti, so beschreibe man aus dem Scheitel Ä 
des Winkels (als dem Mittelpunkte) mit einem beliebigen Halbmesser 
AC eine Kreislinie, und nun bewege man durch den Punkt C die 
Kante eines Lineals so lange, bis ein Stock der Kante des Lineals 
MiV, welches zwischen dem Schenkeln B (welcher verlängert wird, 
und zwischen der Peripherie liegt) entsteht, welches gleich ist dem 
Halbmesser des Kreises , so ist dann der Winkel CNA der dritte 
Theil des gegebenen Winkels CAB. 

Der Beweis dafür ist sehr einfach: 

Bezeichnet man den Winkel CAB mit a, und den Winkel 
CNA mit 97, so ist 

da MJV — AM ist, 

auch -y M^iV = 9, 

folglich der -y CMA = MNA + NAM =29, 

daher, weil MA = CA ist, 

^ AMC = ACM = 2 ^, 
daher ^/ CAB = CNA •+• NCA = 94-29), 

oder a s 3 9>, 



und j^omit 



Y 9> = — w. z. B. w. 



3 

Könnte man nun den Punkt N durch geometrische Construc- 

tion finden, so wäre die Aufgabe vollkommen gelöst; allein dieses 
ist nicht der Fall, indem der Punkt N durch diese angegebene 
mechanische Construction so zu sagen nur errathen wird. 

Hätten die alten Geometer die angeführte Auflösung consequent 
verfolgt, so hätten sie die Mehrheit der Auflösungen schon durch 
diese mechanische Construction gefunden, indem nicht bloss der 
Punkt M die Eigenschaft hat, dass das Stück der durch C und ihn 
gezogenen Geraden , welches zwischen ihm und der Peripherie des 
Kreises liegt, gleich dem Halbniesser desselben ist; denn diese Ei- 
genschaft kommt auch den Punkten M^ y M'* und zu, so dass 
der stumpfe Winkel bei iV, d. i. 9, und der erhabene Winkel beiiV", 
d. i. q)** , als Auflösungen gegeben werden, da man nämlich immer 
die Winkel nehmen muss, welche die Richtungen von iVnachJÜ, von 
N* nach 31', von N*' nach M*' mit der oberen Seite der AB bildete. 

Es ist auch V M*N*A = 180® — 9', 
. daher, weil Jlf 'iV' =t M*A 

^ M'AN*- = M'NA «r 180® — q>\ 



daher -^ CM'A ca M'AN' + M'N'A = 2 (180® — (p% 

daher, weil AC = AM' ist, -^ACM* = CM*A — 2 (180® — ^0; 
da nun ^CAN' = 180® — ACN' — ANC ist, «o hat man: 
a = 180® — 2 (ISO® — ^0 — (180® — ^') « = 3 ^' — 360, 
daher 39' = a + 360®, 

also 9>' = i(cc + 360). 



Eben so ist 



und da 



•^ AX''M" = q>** — 180* 



AM*' =» .WiV" ist, 
80 hat man y N'^AM*' = tp^ — 180®, 

daher ^AM**N*' =s 180® — 2 (9" — 180®) = 3 . 180® — 29", 
daher "^ ilCM" = 3 . 180® — 2 ^'^ 

daher :>j'_Ci4lf"= 180®— 2(3. 180®— 29") =^ 49 '— 5. 180®; 
nun ist aber -^ CAM*' auch = a + iV'ilJI" == a + 9'' — 180*, 
daher hat man 

« + 9" — 180® Ä 4 9" — 5.180®, 
daher a + 2 . 360® = 3 (p" 

also 9" = J (a + 2 . 360). 

Diese Auflösung ist aber trotz ihrer Allgemeinheit nicht als 
eine rein wissenschaftliche zu betrachten, indem alle 3 Punkte M, 
M'j M" durch eine mechanische Construction so zu sagen errathen 
werden. 

Um nun eine eigentliche geometrische Auflösung zu geben, 
muss man untersuchen , in welcher Kurve die Punkte liegen , und 
durch den Durchschnitt dieser Kurve mit der Kreislinie sind diese 
Punkte gegeben. Oflfenbar leisten die Punkte ilf , M', M" ... der 
Gleichung des Kreises Genüge. 

Um nun die Gleichung einer andern Kurve zu untersuchen, in 
der sie noch liegen , muss man untersuchen , welcher andern Rela- 
tion sie noch entsprechen. 

Wird vom Punkte C das Perpendikel CD auf die Gerade AB 
gefallt, wird ferner der Punkt D als Anfangspunkt, die ilB als Ab-* 
scissenaxe, die untere Seite der AB als die Richtung der positiven 
angenommen, so dass also die oberen y die negativen seien. 

Es sei femer 

CD ^s a^ Cil = b, 
so ist: 
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J9P = J?, MP = — y, ND = DP + NP, PS = \/ä« — y*, 

daher 

nun ist aber 



d. h. 



• 


ND = 

JHP 
NP 


X + \/&* 

CO 




y* 


— 


y 


a 






s/ö* 


-y' 


x+y/b*- 


y' 


9 




.1* 2=S 


+ y) \/A*- 


-y' 





daher 



y 

und dieses ist die Gleichung der Conchoide. 

Will man also einen Winkel in 3 gleiche Theile (heilen, so 
schneide man von dem einen Schenkel ein beliebiges Stück CA ab, 
und nun beschreibe man eine Conchoide , deren Spitze in C, deren 
Achse der andere Schenkel AB ist, und wo die Entfernung von je 
2 correspondirenden Punkten der Conchoide ^=^CA ist. Die so constru- 
irte Conchoide schneidet den vom Mittelpunkte A mit dem Radius CA 
beschriebenen Kreis in 4 Punkten, welche mit dem Mittelpunkte ver- 
bunden, die Geraden geben, die mit der Achse AB die Drittelwinkel 
bilden, ausgenommen eine Gerade, welche den Winkel selbst gibt. 

Die Entdeckung der Conchoide, so wie ihre Anwendung zur 
Auflösung des Delischen Problemes und der Trisection ist vom Ni- 
comedes , der ungefähr 200 Jahre vor Christi lebte, also viel später 
als Euklides; hier wird es des Zusammenhanges wegen angeführt. 

Durch elementare Methode lässt sich die Trisection wenigstens 
annähernd, und zwar mit so kleinem Fehler als man nur will, be- 
werkstelligen. 

Wird nämlich der gegebene Winkel in 4 gleiche Theile ge- 
theilt, der' 4te Theil wieder in 4, der 16te wieder in 4 u. s. w. 
gleiche Theile gelheilt, so hat man ; 

/l , 1 , 1 , \ a 

*"" (t + p + 7'+-"'"*°°;='t- 

Werden hier nur die 4 ersten Glieder genommen, so ist der Fehler 



a 



, d. i. wenn a = 90® ist, = 7'l"-87ö, oder im Bogen = 0*002041 



786 
in Theilen des Halbmessers. 



Diess ist nun beinahe alles, vfks man bis auf die neueste Zeit 
für die Trisection des Winkels gethan hat, wie es der verstorbene 
Professor Dr. L» C. Schulz von Strasznitzky in seiner Geschichte 
der Geometrie, 1835, S. 308, anführt. 

Letztere Methode der Trisection eines jeden beliebigen Win- 
kels ist dem Verfasser aus dem Jahresberichte für Mitglieder der 
Hamburgischen Gesellschaft zur Verbreitung mathematischer Wissen- 
schaften, Hamburg I. August 1850, bekannt. 

Diese Methode ist aber fast ganz dieselbe, wie sie der soeben 
genannte, leider zu früh für die Wissenschaft verstorbene Mathematiker, 
in seiner Geometrie; S. 308, 1. Aufl., bereits 1835 bekannt ge- 
macht hat, nur mit dem Unterschiede, dass man in der bereits 
angeführten ^eihe positive und negative Werthe einführt, wodurch 
eine sehr schnell convergirende Reihe erhalten wird. 

Bekanntlich kann man jeden beliebigen Winkel biseciren, d. lu 
in 2 gleiche Theile theilen. Dieser Umstand gibt uns ein Mittel 
an die Hand, die Trisection eines Winkels, die direct durch Kreis 
und gerade Linie nicht zu erreichen ist, doch ohne etwas anderes, 
als diese Hilfsmittel zu gebrauchen, so nahe, wie man will zu kom» 
men, so nahe, dass der Unterschied kleiner als die kleinste mög- 
licher Weise angebbare Grösse wird, oder als verschwindend zu 
betrachten ist. 

Hierzu muss man ein mächtiges Werkzeug, dessen sich die 
Analyse bedient , auch für die Geometrie borgen , d. i. die Reihe 
oder Summe von ohne Ende fortlaufenden , nach demselben Gesetze 
gebildeten, immer kleiner und kleiner werdenden Gliedern, die einer 
festen Grenze so nahe, wie man will, kommen. 

Die bereits angeführte Reihe , allgemein ausgedrückt , ist 
folgende : 

1 H + — + ^ + -4 + • • . u. s. w., 

die man sich unaufhörlich fortgesetzt denken muss, und die nach 
demselben Gesetze fortschreitet, dass jedes folgende Glied aus dem 

vorhergehenden durch Multiplication mit — entsteht. In dieser Reihe 

nehmen die Glieder, wenn x grösser als 1 ist, immer mehr und 
mehr ab, und die Summe aller Glieder nähert sich, je mehr Glieder 
man nimmt, immer mehr und mehr einer festen Grenze, die sie nie 
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überschreiten kann. Man übersieht diese leicht, wenn man für x 
irgend eine Zahl setzt, die grösser als 1 ist, z. B. 2. 
' Es ist dann die Summe der ersten 

2 Glieder ==: i + i = 1 + | , 

3 „ = 1 +J +i =1 + 1, 

4 „ » I +i + i + l ^ =1+1. 
^ ?9 ^1+2 + 4 + 8 + Te ^'l+Te' 

6 „ ==i+2H"4~r84"Te"r8i'^*"r829 



20 Gliedern i -{. J -|- .. 


1 1 


1 1 S24987 

* "T 624288) 


' 1 624288 


30 „ = 1 + i + . 


1 1 


1 1 636870911 • 

* T" 686870812 


** 1 636870912 



S49755818887 



^v 55 ' T^ a T^ • • • T" 648766813888 ^ \ 648766818888 

n. s. w. u. s. w. 
Jede solche Summe besteht, wie man sieht, aus 1 und aus einem 
Bruche, der nie grösser als 1 werden kann, weil der Zähler immer 
um eine Einheit kleiner als der Nenner ist, der aber dem Werthe 
I so nahe als man will, kommen kann, weil der Nenner jedes fol- 
genden Bruches zweimal grösser als der Nenner des vorhergehen- 
den Bruches ist. Weil man nun keine, auch noch so -kleine Grösse 
angeben kann, um die dieser Bruch von 1 verschieden ist, indem 
man bei jeder Angabe die Reihe nur um 1 Glied fortzusetzen 
braucht, um einen halb so kleinen Unterschied zu erhalten, so kann 
man den Bruch = 1 setzen , und die Summe der unaufhörlich 
fortgesetzten Reihe ist: 

= 1 + 1=2. 
Eben das folgt, wenn man bei jeder Anzahl von Gliedern den Unter- 
schied der Reihe von 2 betrachtet. 

Wie wir bereits gesehen haben, ist die Summe der Reihe 
für 2 Glieder = I + | = 2 — J, 

3 „ ==!+ I =2- i, 

4 „ = 1 + S =2—1, 



99 

99 
99 
99 



99 -^v 99 r— 1 -|- 1^24288 -* 62428? 



für SO Glieder = 1 + HfSfSSH - « - Jmhm 

• «• •• • •••••• • • •••• • •••• 

4A e=s 1 -i- |iSlJL»«JLim 9 ^ 

J' *" >9 = 1 -|- n97558i388g -« •497fS818iYi 

U. S. W. U. 8. W. 

Der Unterschied der Summe der Reihe von 2 wird mit jedem 
Glicde, das man mehr nimmt, um die Hälfte kleiner, und man kann 
diese Summe as 2 setzen, da man keine auch noch so kleine Grösse 
angeben kann, um die die Summe sich von 2 unterscheide. Es ist^ 
um einen kleineren Unterschied zu erhalten, nur nöthig, die Reihe 
um ein Glied fortzusetzen. 

Abgesehen von Zahlenentwickelungen und bei allgemeinen Zei- 
chen bleibend, kann man auch leicht zeigen, dass 

X 

861, M^obei man sich die Reihe unaufhörlich fortgesetzt denken muss* 
Man braucht nur 1 mit 1 zu dividiren, und man erhält: 

X 

1:1-^=1+-+^ + -^+.,. 
1 X 

Da nun • 7- a= , so ist 

1 X — 1 

= > + — + T« + 35 + «• S. W. , 



X — i * X * X^ ' X 

oder wenn wir o? = 2 setzen , 

_!_= 2 = I + -i + 1 + I + Ä + U. 8. W., 

gerade so wie ^i^ früher gefundene. 

Wenn wir nun in der eben betrachteten Reihe 

die Zeichen jedes geraden Gliedes ändern, so erhalten wir eine 
andere, sehr schnell sich einer bestimmten Grenze nähernde Reihe, 
deren Summe hier vorläufig mit S bezeichnet wird, 

also Ä=l -I — i — -7 + — — u. s, w. 

X X 3u X 

Diese unterscheidet sich von der ersten Reihe dadurch, dass <S sich 
der Grenze von beiden Seiten nähert, indem sie abwechselnd darüber 
hinausgeht, und darunter bleibt, so dass Abweichungen mit jedem 
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neuen Gliede um — kleiner werden, wohingegen sich die erste Reihe 

X 

immer von einer und derselben Seite der Grenze nähert. 

Die Summe dieser Reihe findet man leicht, wenn man .1 mit 

1 -| dividirt, wo der Quotient dieser Division nämlich die Reihe 

X 

selbst ist, oder es ist 



■+i '*' 



Man kann diess aber auch , da die Summe der ersten Reihe 
( =r j schon bekannt ist, leicht so finden ; es ist 

= 1 — T + z; + -i + z; + --- «• s. w. , 



X ~~~ 1 X X X X 

1,11,1 

S=l h-i — -l + l — ... U. 8. W., 

X X* X ^ X 

Addirt man diese beiden Gleichungen, und zieht die untere von der 
oberen ab, so erhält man: 

4 « = 2 + :J H- :5i + :^. + . . • u. s. w. == 



X — i * X^ X* ' X' 



' 0+7^^h-^h ) 



X— i ' X ' X* X* x' ' 

Da nun, wenn man in der zuerst betrachteten Reihe 

7 =1 H h ^ + -; -h • • • u. s. w. , 

X — i X * X* * X* 

x^ für X selzt 

X* ,.1.1.1 



«=I= ^+^+^ + ^ + --"^ 



ist, so werden beide Gleichungen 

X , X* 



0? — 1 ' J?*— 1 

X ^ X* 2x 



x — l OfJ?' — 1 x* — i' 

Zieht man nun die untere Gleichung von der oberen ab, so erhält 



man 



*' — 1 (T+l)(iE— 1) «+l' 

ilso wie vorher durch Division, S = —^— 
j, . * + ' 

Es ml also, wenn wir ar = 2 setzen, 
2* , 

J+T ™'~i+i~i + rä — ■■■»■s. w. 
oder mit 2 dividirl 

3"l^i + « — Ä + ö— -••"•8 w.; 
riiess ist nun die Reihe die uns durch Halbirungen auf die Trisec- 
tion des Winkels führt. 




Wenn man den Winkel ACB=.tt (Fig. 2) in 1 haibirl, so 
ist der Winkel ACl = | cc, 

halbirt man jelzt ÄCl in 2 nach A hin, so ist der Winkel 

AC2 = ACl — 2Cl =1«— 1«, 
halbirt man 2C1 in 3 von A abwärts, so ist der Winkel 

AC3 = AC2 + 2C3 = |a — \a-i- ^a, 
halbirt man 2C3 in 4 nach A hin, so ist der Winkel 

ACi = ACS — 4C3=i|o — {a + 5« — j^a, 
halbirt man 4Ca in 6 von A abwärts, so ist der Winkel 

AO =ACi ■+ 4CS ^{a— Jo+gö— ii**+ii<*' 
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und fährt so mit Halbirungen wechselweise nach A hin und von 
A abwärts fort, so fallen die halbirenden Linien so schnell gegen 
die Grenze zusammen , dass etwa nach dem 9. Halbiren die Linien 
«ich noch dem Auge kaum als getrennt darstellen. 

Die Figur zeigt noch: 

AC6 = fl(| i+ l Te+82 64^ 5 

AC7 =«(5 ♦"Ts le"!"!» ei"l" Ub^ ' 

ilOÖ a[^^ 4 T^ 8 16 I 82 64 ^ T18 256 M 

AC9 =0(5 4 + 8 Tir« 64"i" T28 5»6 r 5T») i 
oder, da die in Klammern eingeschlossene Reihe unaufhörlich fort- 
gesetzt, = l ist, so wäre mit der Genauigkeit, die die Zeichnung 
geben kann, schon 

ACd^la. 

Man kann aber durch fortgesetzte Halbirungen der Trisection des 
Winkels so nahe, wie man will, kommen, so nahe, dass der Unter- 
schied kleiner als jede angebbare Grösse ivird* 

Allein diese Construction hat für das praktische Zeichnen gar 
keinen Werth; erstens weil man zu viele Halbirungen vornehmen 
muss, und zweitens, weil man die nach und nach kleiner und klei- 
ner entstehenden Winkel geometrisch nicht so leicht nach dieser Art 
halbiren kann, aus welchen Gründen diese Methode beim prak- 
tischen Zeichnen nicht anwendbar ist. 

In dem allgemein bekannten Archiv der Mathematik und Physik 
von J. A. Grunert findet man folgende drei Lösungen der Tri- 
section eines beliebigen Winkels: 

L lieber die Auflösung der Delischen Aufgabe von Herrn 
Thomas Clausen zu Altona (Grunert's Archiv der Mathematik 
und Physik. Bd. IL p. 196.) 

Die Chonchoide mit kreisförmiger Basis, obgleich eine Kurve 
vom sechsten und also höheren Grade als die Conchoide des Niko- 
medes , die nur vom vierten Grade ist , lässt sich zur Auflösung 
des Delischen Problems sehr einfach anwenden. 

" Da sie sich eben so einfach mechanisch beschreiben lässt , so 
ist es nicht uninteressant zu wissen, die geometrische Construction 
der Auflösung der Aufgabe oder überhaupt der Kubikwurzel aus 
einer beliebigen ganzen Zahl durch dieselbe zu entwickeln. 
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DeTpnnktfi(Fig;.S)der 
Linie AD bewef^l sich «nf 
dem Krej'etinifange, deBsen 
Hittelpui^kt C ist, während 
die L [nie beeländig durch A 
gehl, und der Punkt D auf 
derselben, dessen Entfer- 
nung von B couBlanl ist, 
beGchri'ibt die Kurve. 

Es sei AC = a, BC^t=b, 
BD=Se^AD=r, AE(OE 
ist senkrecht wfAC) &= m, 
der Winkel DAE = <p, 

in dem ebenen Dreiecke 
ABC isl 

A> » a*-{- 2a(r — 5«) 
coag> + C — 3 e)*. 
f * — 6 e r + 9 e' -f- Zar cos 9) — 6 a e cos 9 -f" "' — 6* = 0, 
nnd wenn man mit r multiplicirt, und r cos 9 ^ « setzt : 
r» — 6 « r* + (a* — b' + 9 e* -\- 2 ax) r — Gaex ^ 0. 
Es sei diese Gleichung (r — 2 e)' = m e', ?o wird 
lie' ^ a* — 6' + 9 e* + 2 o jt, m e* = 6(i«aT — 8 e', woraus 
1 3(a' — ^') m + S a'-fl' 

1 m ' 1 — »1 ' 2a ■ 

Es sei z. ß. in der Delischcn Aufgabe m = 16, so wird, 
wenn man 0=2, ft s= 3 selzl : e = 1 , x ^ 2. 

Nach diesem Verhältnisse ist die Figur gezeichnet, es ist nämlicli 

3 
»■, FE = AF,AD -~AE=^ AE<y2. 
II. Vom Herrn Divisions-Pre- 
diger Otto zu Stuttgart ist fol- 
gende bloss auf den ploiomäischen 
Lehrsatz gestützte, aUo von tri- 
gonometrischen Belrachlungen ganz 
unabhängige Auflösung der Auf- 
-'■'J' gäbe von der Trisection des Win- 
kels bekannt. (Grunert's Archiv, 
4. Bd. pag. 223.) 

Es sei ACB (Fig. 4) der in S 
gleiche Theile zu Iheilende Winkel 



AC = 2 . AF, 00 s= a . 

F/jf. 4. 
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tind aus dessen Spitze C als Mittelpunkt mit dem beliebigen Halb- 
messer AC = r ein Kreis beschrieben. Setzen wir die bekannte 
Sehne ilfis^a, BF=^kj den bekannten Durchmesser il F «» 4, 
und AD sa DE = BE s=r j?, AE = BD as ^ , 90 liefert das in dem 
Kreise beschriebene Viereck ADBE nach dem ptolomäischen Lehr- 
satze die Gleichung 

und das in den Kreis beschriebene Viereck ADBF liefert nach 
demselben Satze, weil DF =9 \/d^ — j?« ist, die Gleichung 

Durch Elimination von y erhält man aus diesen beiden Gleichungen 

Äa? -|- ds/x^ -|- ax ssi a\/d^ — a?'. 
Quadrirt man auf beiden Seiten, so kommt: 

oder 

(Ä' + Ä* + d^) a?« + Ä d« j? + 2* rfa? \/j?*+ «a? = ö* a*, 
also weil A* + «* = d' ist, wenn man zugleich durch d dividirt : 

2 k xs/x^ + ö o? = d (fl* — ax — 2 o?^). 
Quadrirt man nun auf beiden Seiten, so ergibt sich nach einigen 
leichten Reductionen , wobei man immer zu beobachten hat , dass 
d* — Ä^ = ö' ist, die Gleichung des vierten Grades 

4 a?* + 4 ö o?' — Sd^x^ — 2 a d^ x -{■ a^ d^ = , 
oder wenn man d= 2r setzt, die Gleichung des vierten Grades 

iP* + ax^ — Sr^x^ — 2ar^x + a' r* = 0, 
mittelst welcher die gesuchte Sehne o?, durch die der dritte Theil des 
gegebenen Winkels bestimmt wird, gefunden werden muss. 

Beträgt der gegebene Winkel zwei rechte Winkel oder 180®, 
so ist Ä = 2 r, und die Gleichung zur Bestimmung der Sehne x 
des dritten Theiles wird nach dem obigen 

a?* + 2rx^ — Sr^x^ — 4 r^ x + 4 r* = 0. 
Bekanntlich ist in diesem Falle or = r, und wirklich ist auch 
r* + 2 r . r* — 3 r* . r^ — 4 r« . r + 4 r* i::^ 0. 

Allein auch dieses Verfahren hat für das praktische Zeichnen 
eben so wenig Werlh, wie das vorhergehende. 

IIL Die Dreitheilung des Winkels mit Hilfe der Kurve der 
dritten Ordnung von dem Herrn Dr. J. R. B y m a n n , Gymnasial- 
Lehrer zu Koblenz. (Grunerts Arch. f Mathem, u. Physik. 1 5. B. p. 205.) 
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Legt man durch den 
Anfangspunkt der Coor- 
dinaten eine beliebige, die 
Kurve schneidendR gerade 
Linie OA (Fig. 5), welche 
den Nebenparameter HB 
oder dessen Verlängerung 
in dem Punkte C begegne. 

Die Gleicliung einer 
solchen, durch den Coor- 
dinalen- Anfang gehenden 
Geraden ist bekanntlich 

daher ist CB ^ y . a, 
unddaCE = £H— CS, 
80 ist 
Cß— 6 — ya.-.Cl). 
Seien ferner x, und y, 
die Ordinalen desDurch- 
schniltgpunktes A der Geraden OA mit der Kurve, und sei E mit 
A verbunden, so ist 

AE = v^jr, — «)* + (y, — ö)». 
Aus den beiden Gleichungen, der Kurve und der Geraden, in 
Beziehung auf diesen Durchschnillspunkl, nämlich : 

ir J — aa?] — 2 6 J', ff, -f a;, ffj + a y J = 
und y, ^ y Xj. 

findet man aber für die Coordinatcn jr, und y, des Durchschnitta- 
punktes A folgende Werihe: 

a + idy — ay' ay + 2fty' — ay' 

eubstituirt man diese in den obigen Wurzclausdruck fflr EA, so 
ergibt sich nach Ausziehung der Wurzel und einigen nölhigen Re- 
duktionen 

EA = b~ya. . . (2-) 
Aus CO und (2) folgt nun, dass EA = £C, d, h. in Worten: 
Jede beliebige, durch den Anfangspunkt der Coordinalen gelegte ge- 
rade Linie schneidet den Nebenparameler oder dessen Verlängerung 
und die Kurve in xwei Punkten, welche von dem Endpunkte E die- 



ses Parameter« gleich weit entrcrot sind; — diese drei Punkte bil- 
den also immer ein gleichschenkeligee Dreieck, dessen Scheitel der 
Punkt E ist. 
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raden Linie OAj nämlich A,ünA C, von dem Durchschnittspunkte 
dieser Kreislinie mit derselbetf^stet« gleich weit entfernt sind. 

In Folge dieser Eigenscbft ist man im Stande, die Trisection 
eines beliebige Winkels vorzunehmen. 

Sei nämlich ein beliebiger Winkel gegeben, dessen Scheitel- 
punkt O, so fälle man von irgend einem Punkte E des einen Sehen- 
kds auf den andern oder dessen Verlängerung eine Senkreehte EHj 
construire zu OH als Hauptparameter und J7J? als Nebenparameter 
nach dem früher Gesagten die Kurve NOR DEOS und beschreibe 
mit OE als Radius um O einen Kreis^ welcher, wie man bereits ge- 
sehen hat, die Kurve ausser in E noch in drei Punkten , A^ A' A*^ 
schneidet* Man verbinde diese mit O und verlängere nöthigen 
Falls, wodurch man die Durchschnittspunkte C^ C C*' auf dem 
Nebenparameter erhält, und femer verbinde man E mit den Punk- 
ten Aj A' A'\ 

Alsdann sind die Dreiecke EAC^ EA'C'^ EA"C** gleichschen- 
kelig, mithin die folgenden Dreiecke paarweise einander ähnlich: 

/^ OAE ~ l\ EACj 
/^ OA'E ~ A EA'C'^ 
A OA"E ~ A iB^"C", 
da sie gleichschenkelig sind , und jedes Paar den Winkel an der 
Grundlinie resp. -^ EAC, oder ^ JBil'C' oder den "^ JB^i^C" g^ 
meinsam'hat; daher ist 

^ AEC = ^ EOA, 
•^ A'EC' = -^ EOA\ 
•^ A^'EC'^ •^. EOA'. 
Ebenso , wenn man aus E die Senkrechten EV , EF', JEF" 
ßllt , sind die folgenden rechtwinkeligen Dreiecke paarweise ähnlich : 

A COR ~ A ^^^9 
A ^OB ~ A C"£F', 
A C"Ofl ~ A ^*'EE*'. 
Daraus ergibt sich nun: 

■^ AOP = -^^ COR = -^ CEF ^\^ AEC = 

\^EOA^, 
■^ A*01?* = ^_ C*OH s ^ CEF* = \ -^ A*EC' = 

■^ A'^OP" = -^ C'Ofl = -^1 C**EF** = I -^ A"Ea' = 

Fi«IK»wski ^ Tbeilong des Winkel». 2 
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^ A'^OP = (2 B — r"0« «= 2 Ä — C'^üT") ==f 1 (4 R — A'^EC'} 

= * (4Ä - £ OA*'). 
Hieraus folgt nun: 

'^^_ AOP = I :^. EOP ..-(-^ EOP > 0») und < 1 B, 
^ il'OP' =1*2(1 ^OP' . . . C^'l EOP':> I B) und < 2 B, 
•y i4"0P' = I conv. V: EOP^ . . . (conv. ^ EOP'Z> 2 B und < 3 B, 
■y ii"OP = i conv. V JBOP . . . (conv. EOP > 3 B und < 4 B. 
Man sieht al^o, dass vermittelst dieser Kurve jeder beliebige 
Winkel, sei er ein spitziger oder ein stumpfer, oder ein erhabener, 
in drei gleiche Theile getheiit werden kann. 
Da nun ^ AOP = 1 "^ EDP, und 

•^^ A"OP = \ conv. V JEOP, ferner 
^ A*OP* =\% EOP* und 

•>^ A^'op* «: \ conv. -y JS:OP', 

so ergibt sich endlich noch, dass in den Punkten A^ A* ^ AI* die 
ganze Kreislinie in drei gleiche Theile gelheilt ist. (Grunerfs Ar- 
chiv für Mathematik und Physik Fig. 10 und 11.) 

Diess ist nun fast Alles, was meines Wissens für die Trisection 
des Winkels seit den ältesten Zeiten bis auf die Gegenwart ge- 
schehen ist, und was einer näheren Betrachtung würdig ist. 

Da es nun ein streng mathematisches Verfahren nicht gibt, 
einen beliebigen Winkel nur mittelst des Zirkels und Lineals in drei 
gleiche Theile zu theilen (indem 

I : 3 = ^ -h — H ^ 1 ^-" 1 ^- r+.- 

4 ^ 4.4 ~ 4.4.4 ~ 4.4.4.4 * 4.4.4.4.4^ 

ist, als 1 durch 3 nicht theilbar ist), so kann man doch wenigstens 
annäherungsweise durch fortgesetztes Halbiren sich einem Drittel 
so nähern, als die praktische Genauigkeit nur immer verlangt. Allein 
dieses Verfahren, und alle die bereits angeführten sind jedenfalls 
zu umständlich. Die praktischen Zeichner ziehen es daher vor^ 
den Kreisbogen eines solchen Winkels durch Probiren in drei gleiche 
Theile zu theilen, wodurch dann, wenn die Theilungspunkte mit dem 
Scheitel des Winkels verbunden werden, auch der beireifende Win- 
kel in drei gleiche Theile getheiit wird. 
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Albrecht Dürer, der berühmte Hskr DeatscMands , gibt in 
eeinem Werke: „Onderweisung der Messung mit dem Zirkel und 
Richlgcheit" 1SS8 folgendes inleresEanle Verfahren: 
Ftg. 7. 




Es sei « m 6 (Fig. 7) der gegebene Bogen , a i destien Sehne 
and aob der ihm entsprechende Winkel. — Man theüe die Sehne 
ab in 3 gleiche Theile, errichte in den 2 Tfaeilungspunklen e und 
d Lothrechte, bis der Bogen in e und f geschnitten ist, faeae die 
Entfernung a e in Zirkel und durchschneide damit die Sehne in ff 
und A; nun theile man cff so wie dA in 3 gleiche Theile und be- 
schreibe durch den zweiten Theilungspunkl aus a und A die Bogen 2 1 
nnd 3 k , wodurch der gegebene Bogen durch die 2 Punkte i und 
A in 3 gleiche Theile gelheilt wird. 

Verbindet man ferner die gefundenen Punkte i und & mit dem 
Scheitelpunkte 0, so ist dadurch auch der gegebene Winkel aoA in 3 
gleiche Theile getbeilt; man hat also: 

arc. ai= ik ^&b = ^amb 
und aot = iok^ kob = \a0b. 

Dieses Verfahren ist selbst bei grösseren Winkeln praktisch 
genan ; bei kleinem Winkeln hingegen ist es Wegen der Einlheilung, 
die dabei vorgenommen werden muss, etwas lästig. 

Wie man aus der obigen Erklärung der Conslniction sieht, 
braucht man dabei nicht einmal den Miltelpunkt oder den Scheitel- 
punkt des diesem Bogen entsprechenden Winkels zu suchen , weil 
die ganze Construction zwischen dem Bogen und der ihr entspre- 
chenden Sehne ausgeföhrt wird. 

Die Punkte i und k können auch dadurch gefunden werden, 
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indem man aus n durch den zweiten Theilungspunkt der eg und dh 
Gerade führt. 

Ausser den hier angeführten Methoden g^ibt es noch vielleicht 
manche andere, von denen mir nur noch folgende 4 bekannt sind : Win- 
keldrei theilung von Garnier 1789, Winkeltheilung von Hadaly, 
dann die Dreitheilung des Winkels von Malcarne und eine von 
Sluzewski. — Allein auch diese so veie die vorhergehenden haben 
für die > Theorie nur einen geringen und für die Praxis fast gar 
keinen i/Verth« 

Da es jedoch für den praktischen Zeichner sehr vrunschens- 
v^erth ist, eine annähernde, jedoch einfache, und für die Praxis hin- 
reichend genaue Methode der Trisection eines beh'ebigen Winkels zu 
v^issen, so vear ich bemüht, die drca 100 solche VOQ mir bereits 
vor Jahren aufgefundenen Methoden näher zu untersifephen und zu 
berechnen und dadurch sowohl für die Geometrie als aiich für das 
constructive Zeichnen einen Beitrag zu liefern. Die hier nachfol- 
genden circa 140 Constructionen sind höchst einfach, zugleich aber 
auch so genau, als man diess für die praktische Genauigkeit . nur 
verlangen könnte. 

Die meisten von ihnen sind aus den mehreren hundert neuen, 
vom Verfasser auf rationellem Wege aufgefundenen, sehr inter- 
essanten Bi- und Trisections - Kurven , woraus ferner auch einige 
fars constructive Zeichnen so wünschenswerthe Methoden für die 
Multisection eines beliebigen Winkels abgeleitet worden sind. 



Bisection. 



Bevor wir di« TrUeclion zeigen, wollen wir zuerst Einiges 
fiber die Zweitheilung (Biseclion) eines beliebigen Winkels angeben, 
Bod zwar aus folgenden Xüründen: Erstens weil es so die Or/lnung 
erfordert, dann aber aucb deshalb, weil einige von den Trisections- 
Jlelhoden auf die der Bisection gegründet sind. 

Bekanntlich kann man jeden beliebigen Winkel streng geo- 
metrisch auf mehrerlei Art in 2 gleiche Theile Iheilen; allein diese 
Hsiboden, die bisher bekannt sind, lassen sich nicht in allen Fällen, 
d. b. nicht bei jedem beliebigen Winkel mit gleichem Vorlbeile an- 
wenden; insbesondere kann man sie dann nicht vorlheiihaft anwen- 
den, wenn der Winkel zu klein oder zu gross ist. 

Der Verfasser war daher bemüht, zuerst eine einfache und für 
alle Fälle anwendbare Bisections-Hethode aufzufinden. 

I. Art der ZweUhvlIung (Bisectloii). 

' "*- *. Construclion. Es 

ACB (Fig. 8) der 
I gegebene Winkel, wel- 
I eher in 2 gleiche Theile 
I fetfaeilt werden soll. Man 
mache CD,<= CE, ver- 
I binde den so erhaltenen 
Punkt D mit E durch eine Gerade, ziehe durch den Punkt C die 
CF W DE, 60 ist CF die Halbirungslinie des gegebenen Winkels 
ACB. 

Beweis. Da CE *= CD gemacht wufde, 
80 ist y « ^ ^; 
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da ferner DE \\ CF ist, so 

hat man x = a 

und y = ß 

daher ^ = y? weil « = /J ist. 

Es ist aber a? + y = «?, 

und da a? = y ist, 

so folgt auch 2 o? = 2 y = fr , 

folglich ist 0? = y = -. w. z. b. w. 

Man hat demnach folgenden Lehrsatz über die Bisection: 

Verlängert ipan den einen Schenkel des gegebenen Winkels 
über die Spitze hinaus und schneidet auf dieser Verlängerung, so 
wie auf dem zweiten Schenkel vom Scheitelpunkte aus gleiche Stücke 
ab, legt dann durch die so erfolgten 2 Punkte eine Gerade und 
führt zu dieser aus dem Scheitelpunkte eine Parallele, so wird durch 
diese der gegebene Winkel halbirt. 

Wie man aus der Cohstruction sieht, ist diese Art, einen 
Winkel zu halbiren, höchst einfach, und für den praktischen Ge- 
brauch selbst dann anwendbar, wenn der gegebene Winkel sehr 
klein oder auch sehr gross ist, also für jeden beliebigen Winkel. 
Denn es lässt sich jedenfalls der Ergänzungswinkel zu 2 A sehr 
leicht hinzuzeichnen ; und ist der Winkel auch sehr nahe an 2 A oder 
an 3 oder 4 A, so ist das Verfahren noch immer dasselbe, und mit 
derselben Richtigkeit der Zeichnung. 

Denkt man sich z. B. in der obigen Figur die CF über den 
Scheitelpunkt C hinaus verlängert, so wird dadurch der Ergänzungs- 
winkel des Winkels ACB zu 4A ebenfalls halbirt, ohne dass man 
dabei um irgend «inen Strich mehr macht; und da das Abschnei- 
den der Schenkel, so wie das Ziehen der Parallelen praktisch leicht 
auszuführen ist , so ist diess auch gewiss eine höchst einfache Methode. 

Insbesondere aber ist sie für den praktischen Zeichner desshalb 
empfehlbar, weil man darnach jeden beliebigen Winkel in eine beliebige 
Potenz von zwei mit grossem Vortheile, und zwar mittelst zweier 
Zeichendreiecke ausführen kann, ohne dass man sich hierbei eines 
Zirkels zum Beschreiben der Bögen , wie bei der gewöhnlichen Bi- 
sections^Methode bedient. 




f'B- '■ Soll X. B. der 

Winkel ACfl(Fiff. 
9)in2*=8 gleiche 
Theilegethfiltwer- 
den, «0 verlängere 
man wie zuvor den 
einen Schenkel hier 
BC Über den Schei- 
telpunkt C hinaus, 
b«>cbreibe aus C mit einem beliebigen Radius den Bogen AB und 
naclie CD = AC =• BC. Wird nuu A mit D durch eine Gerade 
verbunden, und aus C zu J D eine Parallele gezogen, so wird nach 
dem Obigen AE = BE, somit auch, wenn CE gezogen wird, 
■y ACE = BCE erfolgen. Verbindet man Ferner mit E durch 
tue Gerade und führt zu dieser aus C ebenfalU eine Parallele, so 
wird wie zuvor auch EF => BP, somit auch, wenn CF gezogen 
wird, -^ ECF = BCF sein; und da BE = ^ Ab ist, so muss 
mch AE^= BE = \ AB, daher auch BF = lBE = lAB. 
Wird endlich auch der Punkt F mit D durch eine Gerade verbun- 
den, und zn dieser aus dem Scheitelpunkie C eine Parallele gezogen, 
so .wird der Bogen B F bei G halbirl. 
Es ist somit der Bogen 

BO = IBF'= \BE=^l AB. 
Aus dieser ConstrucEion ist alt^o klar, das» dadurch sehr viele 
Linien erspart, also nicht gezogen zu werden brauchen ; allein man 
könnte auch diese hier gezogenen weglassen, indem man nur die 
Einschnitte an belrelTenden Stellen macht. 

So wie man hier den Winkel ACBia 2'=8gleiche Theile ge- 
theilt hat, ebenso kann man auch jeden beliebigen Winkel 
in 2, 4, 6, IS, 32, 64, 128, 25(i..... 

oder in 2', 2', 2', 2*, 2", 2*, 2*, , 

also überhaupt in die 2° , d. h. in eine jede beliebige Potenz von 
zwei gleicher Theile Iheilen und zwar stets nur millelsl der Parallelen. 
Werden also nur die Theile des gegebenen Winkels berück- 
sichtigt, so erhall man folgende Rahe : 

oder 




Wie man nan das 80 eben gezeigte Verfahren von der Bisec- 
tion bei der TriBection benfltzen kann , das werden wir ^äler zeigen. 

II. Art dfr Zweitheilung (BlseCtion). 

Ein anderes, mit dem ersteren innig zosammenliangendes Verfahren 
der Bisection ist das mittelst zweief Dreiecke , womach man den 
gegebenen Winkel auch in eine beliebige Potenz von zwei gleicher 
Theile theill, ist folgendes: 

Fig. iO. "Es sei ACB 

(Fig. 10) der zu 
tbeilende Winkel 
and A fi der ihm 
entsprechende Bo- 
gen. Man ziehe die 
Sehne AB.^ und 
aus dem Scheitel- 
punkte C die CO 
_L JB, so wird dadurch, wie bekannt, der gegebene WinkelJ CB 
halbirt. Ebenso wird die Hälfte BCD des gegebenen Winkels 
halbirl, indem man BD zieht, und auf diese aus dem Scheitelpunkte 
C eine Normale führt; und wird dies so fortgesetzt, so kann man 
wie zuvor den gegebenen Winkel in eine beliebige Potenz von zwd 
gleicher Theile theilen. 

An und fSr sich ist dies Verfahren nichts neues; doch 
wird es mit besonderem Vortheile zur grösseren Richtigkeit des 
ersten Verfahrens benutzt; denn, wie bekannt, ist durch zwei Punkte 
eine Gerade gegeben, aliein dies ist nur mathematisch denkbar; 
denn beim praktischen Zeichnen ist es nur Zufall, wenn die Kante 
des Lineals an zwei Punkte angelet, die gezogene Gerade auch 
wirklich so gibt, wie man sie sich durch die zwei Punkte mathe- 
matisch denken kann. 

Wird also die erste Methode der Bisection angewendet, so 
muss sie durch die zweite unterstützt werden. Soll nämlich der 
Winkel ACB der obigen Figur halbirt werden, so muss nach dem Obi- 
gen die Kante des einen Dreieckes an die Punkte A und Jlf ange- 
legt werden; alsdann muss aber dieses Dreieck mittelst eines zwei- 
ten Dreieckes so geschoben werden, dass die zweite Kathete des- 
selben Dreieckes auf A und B fällt. Stimmen nan auch diese Ewei 
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Funkte mit der Kante zneammen, so kann dann ohne weiters das 
Dreieck eo weit geecboben werden, dass die Kante desselben auf 
den Punkt C za liegen kommt, wo dann die Halbining:slime gezo- 
gen werden kann. 

Man braucht aber dabei weder die eine noch die andere 
HüTglinie, d. i weder AB noch AM zu ziehen, sondern nur den 
Schenkel 0C zu verlängern, und die drei Punkte ^4, fi,M in gleicher 
EDlfemung von dem Scheitelpunkte zu bestimmen. 

In diesem Falle ist auch der Bogen des Winkeb äberflüssig. 

III. Art der ZweiHieilung (Bisection). 

Ein viel interessanteres Verfahren der Zweitheilung ist das 
uchfblgende : 

Flg. ti. ConstruGtion. Es sei 

I ACB (Fig. 11) der gegebene 
Winkel, welcher in zwei gleiche 
Theile gelheilt werden soll. 
Man theili! den Schenkel AC m 
zwei gleiche Theile, beschreibe 
aus dem Halbirungapunkte M 
mit CM = \AC einen Halb- 
kreis A 'S-C , verbinde die Punkte 
A und B durch eine Gerade, und führe aus dem Scheitelpunkte C 
durch den so erfolgten Punkt D ebenfalls eine Gerade, welche den 
Winkel ACB, so wie den ihm entsprechenden Bogen AB bei E 
halbirt. 

Beweis. Han verlängere den Halbmesser AC über C hin- 
aus und ergänze den Bogen ^ e B zu einem Halbkreise, so hat man, 
da die Winkel ADC und JAF Winkel im Halbkreise sind, 
■^ ADC = ABF — R, und da 
~/ D AC = BAF ist ; so sind die beiden Dreiecke 
ADC und ABF einander ähnlich; daher: 

AC:AF = AD.AB:, 
es ist aber AC : AF = I : 2 , 

daher auch AD : AB ■= \ : 2 , 

Woraus AB = 2 AD 

«der AD = lAB folgt; 

somit ist auch BD =^ iAB. 
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folglich isl auch 

-^ ACE^ BCE = lACB w. z. b. w. 

Man hat demnach Tür die Bieeclioo folgenden Salz: 

Jeder über dem einen Schenkel des gegebenen 
Winkels durch dessen Scheitelpunkt beschriebene 
HRlbkreis ist der B iseclions-Ha Ibkreis eines belie- 
bigen Winkels von — 180". 

Wendel man diese Consiruclion auf den ganzen Kreis an, 
aUo auf den vollen Winkel, so wird der Satz so heissen: 

Jeder über dem Halbmesser eines gegebenen 
Kreises beschriebene Kreis isl der Bisect i ons-Kreis 
des gegebenen. — Oder: Berühren sich zwei Kreise 
innerhalb und ist der kleinere über dem Halbmesser 
des grösseren beschrieben, so ist der kleinere der 
B isections- Kreis des grösseren. 

Millclsl des obigen Salze« kann man jeden beliebigen Winkel von 
— 1 80" sehr leicht und schnell halbiren. Wir wollen diess durch zwei 
Ifff- li- Beispiele erläutern. 

Es sei ACE (Fig. 

12) der zu theilende 
WinkeL Man nehme auf 
dem Schenkel A C einen 
beliebigenPunktDan, be- 
schreibe aus demselben 
mit dem Halbmesser CD 
den Halbkreis CME, 
ferner ans dem Schei- 
telpunkte C mit dem Halbmesser CE den Bogen jEF. Wird mio 

Flu- >3- die Sehne £ F gezogen 

und durch den so er- 
folgten Punkt O aus 
dem Scheitelpunkte C 
I eine Gerade geführt, so 
halbirt diese den Win- 
kel und den ihm entspre- 
chenden Bogen. 

Es sei ABC (Fig. 

1 3) ein anderer Win- 
kel, welcher in zwei 
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gleiche Theile gvlheill werden soll. Nimml man auf ditn Schenkel 
AC den Punkl D beliebig an, und beschreib! mit CD einen Halb- 
kreis; dann aus C mit C£ einen Kreisbogen EHF, verbindet die 
Pnnkle E und F mit einander durch eine Gerade, so ist auch hier 
der Punkt Q der Halbiningspunkl und die durcli diesen Punkl aus 
C geführte Gerade die Halbirung^linie. 

Vergleicht man nun die beiden Fälle mit einander, so sieht 
man, dasa die ganze Construction innerhalb der beiden Schenkel 
und des ihm entsprechenden Bogen« vorgenommen wird. Es eignet 
sich daher diese Construction insbesondere dann für die Halbirutig 
eines Winkels, wenn ausserhalb desselben kein Raum vorhanden ist, 
nach der uralten Methode die Halbirung auszuführen. Doch ist 
dieses Verfahren bei sehr kleinen Winkeln zu wenig scharf und 
deutlich, weil die Sehne des betreffenden Winkels den Hilft^-Halbkreis 
schief schneidet, so (taes man bei sehr kleinen Winkeln den Durch- 
«cinitlspunbl kaum ausmitleln kann. Dessen ungeachtet ist diese 
Melbode eine vorzügliche zu nennen, weil man vermitlelst dersel- 
ben in allen übrigen Fällen die Halbirung sehr vorlheilhaft vor- 
nehmen kann. 

Ist ein gegebener Winkel in eine beliebige Potenz von zwei, 
gleicher Theile, zu (heilen , so ist diese Methode ebenso wie die 
entere sehr vorlheilhaft. 

'^^^^^^^^^^^ Es sei J CB (Fig. 

J 14) der gegebene Win- 
I kel, welcher in 3*=» S 
I gleiche Theile getheilt 
Iwerden soll. Man neh- 
I me auf dem einen Schen- 
I kel, hier auf A C einen 
I beliebigen Punkl D an, 
I beschreibe mit dem 
Halbmeeser CD aus D einen Halbkreis, so ist dieser der Theilungs- 
Halbkreis. Wird nun aus C mit CE der Bogen E F gezeichnet, 
alsdann der Punkt E mit F verbunden und aus C durch den so 
erfolgten Punkl G eine Gerade gezogen, so ist arc. EH^sFH 
= ^£F. Wird ferner E mit H durch Gerade verbunden, und 
aus C durch den so erhaltenen Punkt J eine Gerade gezogen, i^o 
\%\ »YC. EK = HK=\Ea=:'\FH ^ {EF. Wird endlich ^ 




mit K verbunden und aus dem Punkte C durch den to errolg;ten 
Punkt h eine Gerade geföhrl, so hat man; 
arc £JH = jrH=|£Jr = |HK = ^£H=>|FH=a|£F. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieser Construction erhellet 
aus dem vorhergehenden Salze. 

Wird nun der letzte Theil EM auf dem Bogen EF aoTge- 
tragen, so muss er auf EF achtmal enthalten sein; somit müssen 
auch die dadurch erhallenen Winkel einander gleich sein, also 
;^ ECM — KCM = = i ACB sein. 

Da man nun nach diesem Verfahren jeden beliehigen Winkel 
in eine beliebige Potenz von zwei gleicher Theiie Iheilen kann, so 
kann man auch die Winkel für die Trisectionsreihe finden , somit 
auch die Trisection vornehmen, wie dies hier später gezagt wird. 



IV. Art der Zweilheilung (Bisection). 

Zweitheilung (Bisection) des Winkels mittelst der 
Sehne und der auf den -einen Schenkel gefällten 



Loihrechten. 



Flg. 14. 



Es sei AOB (Fig. 1 9) der zu Ihei- 
I lende Winkel und AB der ihm entspre- 
chende Bogen. Man ziehe die Sehne AB, 
I dann aus B auf dem Schenkel AO eine 
I Lothrechte Bj;, welche den Schenkel 4 
in C schneidet, so ist der von der Sehne 
I lind der Loihrechten Bx gebildete Win- 
kel ABC^\ Wf so dass, wenn aus B 
mit BO zwischen der Sehne und der Loih- 
rechten ein Bogen fl JE beschrieben wird, 
I dieser sich auf 4 B zweimal auftragen läset. 
Beweis. Verlängert man die Loth- 
hiiiab, ziiht den Bogen AB so weit, bis 
die Verlängerung der Loihrechten bei O geschnitten wird, und zieht 
überdies auch noch dieGO, so ist V j4BÖ = J 4 0G, weil der 
~^ AOG der Ccnlriwinkel und ABO der Peripheriewinkel ist, 
welche auf demselben Bogen AG aufstehen. Es ist aber arc. AO ^AB, 
weil BQJ^AO gemacht wurde; mithin ist, weil V ABG= J- 
AOO, auch I^^ABO oder ABD = ^AOB w. z. b. w. 
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Um nnn den halben Bogen von AB zu erhalten, brancht man 
HOT atts dem Punkte B mit dem Halbmesger =^ AO zwischen der Sehne 
AB tad der Lolhrechlen Bx einen Bogen zu beschreiben, hier den 
Bogen DE und diesen dann anf dem'^ogen ^B zweimal aufzutra- 
gen, wodurch der Halbirungspunkt F erfolgt. 

f^ff. 16. Igt der zu hal- 

birende Winkel ein 
Stampfer, so mneg 
einer der beiden 
Schenkel aber den 
Scheitelpunkt hin- 
aus verlängert und 
auf die Verlänge- 
rung eine Lolh- 

rechle gezogen 
werden. Ist z. B. 
der Winkel AOB 
(Fig. 16) zu hal- 
biren, so ziehe man 
die Sehnet B, ver- 
Ungere den Schenkel A über den Scheitelpunkt hinaus , führe 
aus B auf diese Verlängerung die Lothrechte Bar und beschreibe 
aus B mit B O zwischen der Sehne A B und der Lothrechten Bai 
einen Bogen CD, welcher sich auf dem gegebenen Bogen AEB 
zweimal auftragen lässt. 

Beweis. Wird die Lothrechte Bm aus O mit BO in P 
geschnitten, und der so erfolgte Punkt F mit durch eine Gerade 
verbunden, so ist JOFder Centriwinkel und ^4 BF der Peripherie- 
winkei, welche auf demselben Bogen ^itfF aufstehen. Nun ist aber der 
Bogen AMF= AEB, weil BO = FO ist, daher folgt auch V 
DBF ^ \ AOB w. z. b. w. 

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich nun ausser der Zwei- 
thetlung des Winkels folgender Lehrsatz: 

Wird in einem gleichschenkeligen Dreiecke aus 
dem einen Endpunkte der Basis auf den ihm gegenäber- 
liegendenSchenkel eine Lothrechte gezogen, so ist 
der von der Basis und der Lothrechten gebildete Winkel 
•■der Hälfte des der Basis gegenüberliegenden Winkels. 
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«l?- 17. Ut also z. B. ACa (Fig. 

17) efn gleichschenkeliges Drri- 

eck, in welchem AC •== BC ist, 

I und fallt man aus B vat ACvm 

Loth By, 80 ist 

-^ ABD = {ACB. 
Der Beweis wird, wie bd dtf 
Zweitheilung des Winkels, (!■- 
durch gerfihrl , indem man A B 
über A und BD über J> hianv 
verlängert, u. s. w. wie mym._ 
Fällt man auf beide Söbe»- 
kel die Lolhrechlen, so int der durch diese Loihrechten iniMr- 
halb des Dreieckeü gebildete Winkel hier ^ AHB ^ der Siuum 
der beiden an der Basis liegendenWinkel, also hier ■ 

■^AHB=~^ABC+BAC=2ABC = iBAC; 
denn es ist, wie die Figur zeigt: 

a -^ j3 -|- £ = A, weil ^DJÜ = A ist nach der Constmclion 
und K'{-ß + AHB'=iR, als die 3 Winkel des Seckes AB B. 
Multiplicirt man die erste Gleichung mit 2, so hat man 
2a + 2/S4-2*= 2«; 
daher beide verglichen folgt 

2a-{-2ß-{- 29 =:>tt + ß + ABB. 
Es ist aber a = ß, 
folf^icb 

iß -\. 2ß = 2ß -{- AHB, welches abgekürzt 
gibt 2ß-\-2ä<=AaB, 

oder 2(ß+S)=ABB; 

und da iS + tf = B-4fl ist, 

EO folgt 2BAD = AHB 

oder 

ABC+BAC=ABB, Vi. z.h. VI. 

Mittelst des obigen Salzes und der daraus folgenden Constmc- 
lion kann man jeden beliebigen Winkel nicht nur in zwei, sondern 
auch in vier und auch in jede beliebige Potenz von zwei gleicher 
Theile tbeilen, indem man mit jeder erhaltenen Hälfte so verfährt, 
wie mit dem ganzen Winkel. 
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Ist z. B. dor Winket ÄCB (Fig. 
J 1 8) in eine beliebige Potenz von 
I zwei gleicher Tbeile zu Iheilen, 
I 80 hat man, wenn, wie zavor die 
1 Sehne, dann die A0gezogen, und 
I über dies auch der Bog;en BM 
B mit BC beschrieben 
j wird ; arc. E F =» J arc. A B. 
I Wird ferner BO = EF %e- 
1 macht und au» B durch Q die 
Bt gezogen, go erfolgt FH 
\BO ='-\AB. Macht man 
I BJ = FH und zieht aus B 
durch J die Bu, so erhält 
I man HK = lBJ = { BO = 
\^aD = ^AB. Wird dann 
== HK gemacht, und aus B 
I durch L die Br gezogen, 80 erhält 
9=xiBD=^ABy u. 8. w. 
Man könnte also auf diese Art 
jede beliebige Potenz von 2 construi- 
ren, wenn es möglich wäre, durch 
zwei Funkle, die nahe an einander 
sind, eine Gerade mathematisch ge- 
nau zu legen. Da dies jedoch nicht der 
Fall ist, so kann auch diese Construc- 
tion nur bis auf eine gewisse Grenze 
gelrieben werden, so wie hier, wo 
noch3*— ^ ziemlich genau gefunden 
wird. Doch ist dies auf eine andere 
Art bedeutend weiter mit ein ergros- 
I fien Genauigkeit möglich, und zwar 
dadurch, indem man die durch dieee 
I Constmction erballenenTheile nicht 
aus dem Punkte, aus welchem der Bi- 
I sectionsbogen beschrieben wurde, 
sondern von dem zweiten Endpunkte 
drs gegebenen Bogens aufürftgt. 
Ist z. B. der Winkel J TB (Fig. |9) zu theilen, so hat man, 
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wenn AB gezogen, dann ans C die CD J_ J fi geführt und aus 
BttälBC derBogen begebrieben wird, nc.BF='\wc.AB\ madit 
man nun AO = EF und verbindet G mit fi, so ist 

Ea—\AO=.{AD = lAB., 
macht laaaAJ^ EH, und verbinde! J mit fi, so erfolgt 

EK=\AJ = {AG = iAB = ^AB; 
macht man AL = EK nnd verbindet L mit B, so folgt 

«£ = ^ ^1^= \AJ=\AG=^AD'^^AB-, 
macht man JiV-ca £jM und verbindet N mit fi, so folgt 

EO=^iAN'^\AL^\AJ = -^AGM.^^AD = ^AB; 
macht man J P e= £ O und verbindet P mit B , so hat man 
EQ=>\APm^{AN-==\Ah'='-^AJ=^AQ = ^AD — j^AB. 
Tragt man EQ auf JA von i4 aus, und verbindet R mit B, so erfolgt 
£S = }JB=*JP=|JiV=^Jl, = ^JJ=5^iiG = yl,Jfl 
= l^AB. 
Wie man aus der Figur sieht, ist nach dieser Constniction 
noch yH achtbar ; ja es könnte noch —^ und nöthiger Weise auch 
noch 7^'^ gefunden werden. Der letzte liieil ist fQr das gewählte 
Beispiel gleich der Dicke eines feinen Striches. 

Es ist daher diese Constniction sehr praktisch nnd für die 
Dreilheilung eines Winkels sehr anwendbar, weil man darnach sehr 
leicht und schnell zum erwünschten Resultate gelangen kann. 

V. Art der ZweitheilunK (Bisection). 

Andere Lehrsätze über die Bisection des Winkelt 

durch zwei sich schneidende Kreise. 

1. Lehrsatz. Wenn zwei Kreise sich so schnei detif 

dass der eine durch den Mittelpunkt des andern gebt, 

Flg. so. so ist der eine Kreis Bi- 

I sectionskreisdes andern. 

Hier werden wir vor allem 

zwei Fälle unterscheiden, denn 

die zwei sich schneidenden 

Kreise sind gleich oder ungleich 

gross. 

I. Es seien zwei sich schnei- 
dende Kreise jBTund Jir*(pjg,sff 
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gleich gross. Um iiachzaweiBen,ilaes der eine Kreis ein Bisectionskreis 
des andern ist, nehmen wir an, dass der beJiebige Winkel ÄOB 
in zwei gleiche Theile xa theilen ist. Wird zu diesem Behufe ans 
dem Punkte C durch Ä eine Gerade gefuhrt, his die Peripherie des 
Kreises f bei geschnitten ist, und der so erfoljt:te Punkt D mit 
O durch eine Gerade verbunden, so schneidet diese die AB bei £ 
so, dass AE=BE und der Winkel^Ofl •= V BOE ist. 

Beweis. Es ist, wie die Figur zeigt, 
■^A0B = 2ACa, weil AOB der Centn- und .i4Cfi der Peri- 
pneriewinkel ist; da ferner 

arc BD gemeinschaniich für den Winkel BCD und BOD ist, so 
folgt ^ BOD = BCD; 

es ist aber ^ BCD = BCA = {AOBy 

folglich ist V BOD = ^AOB 

oder y AOB — 2B0B, w. z. b. w. 

Da femer -^ AOB = ACE -\- BOE ist, 

und -^ AOB = ^AOB + AOB ist, 

so folgt -^ AOB — lAOB a AOE, 

woraus '^ ^AOB = AOE w. z. b. w., 

folglich igt der Winkel AOB durch DO halbirt 

Nehmen wir jetzt einen grösseren Winkel an, nämlich den 
FIff- *f- Winkel AOB (Fig. 21), der etwa 

über 90" ist, so hat man hier die- 
selbe Construction und denselben 
Beweis. Man muss nämlich aus C 
durch .leine Geradebis zu der Peri- 
pherie des einen Kreises ziehen nnd 
den so erfolgten Punkt D mit den 
AGttelpunkte des zweiten verbinden, 

wo dsuin ~}(\AOB oder | =- BCD = ß 
■ad -^ a, = ^^ 

dm oc n 2;ff = 2^, 

somit auch p ^ - ■= d< es j3, folgt. 

rüUawiki, Th*nait( d» WinMi. 8 
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Denkt man aicli den einen 
Schenkel AO der Pig.Sl bo weit 

vorgerückt, dasB der Punkt A nU 
dem DnrchechnittBpnnkte htUiK 
Kreise msammenffillt, wie in tig. 
ii a, BO hat man dum im FUkIt 
C eine Tangente xn ziebffl, m Am 
Durchgchnittspunkt 1> xr eritaltML 
In diesem Falle hat man m=mp^ 

Aus der nBhem Betrachtung derle(>- 
I teren Constractionen ergeben sick leieU 
I jene für ein 12-, 34-, 46-, 96-, 19S- 
I Eck 0. s. w. — Hat man z. B. in den 
I Kreise K (ßig. S2 b) die Centrale eO 
I gezogen, dann ans b durch e eine Ge- 
1 rade bie e geführt, und e mit O ver- 
I bundeo, so ist ttf=ief=>-}i der Pe- 
I ripherie; wird femer ans ( durch 
I eine Gerade bis g gezogen und g mit 
1 verbunden, so folgt ah ^ hf^ei^ 
I der Peripherie. Wird nun *o fortge- 
I fahren, so hat man sA b ith ^ jf, 
«*» = »>*"- ^, ao = om = jij der Peripherie u. ■■ w^ sehr 
einfach und mathematisch richtig, 

""■ "■ let der Winkel « — IM* (ftfr 

23), BD bilden die Funkte J»,it Uli 
gehörig mit einander Teri>tmd«iy'4i 
gleichseitige« Dreieck, worW 'Ü^ 
manche mleregeante ConatnielfaAM^<W* 
geben, bt der Wiiikel «-• iJli M 
ist die Constrnction dieselbe, mit dAri 
Bemerken, dass, wie schon die Fi|;«p! 
zeigt, die Durcbschnitlspunkle sehr undeutlich ausfallen. Es. W 
Qbrigens überflüssig, andere Beispiele anzufllhren, da derBeweia dca 
ersten ohnehin allgemein ist. 

IL Nehmen wir jetzt den Fall an , die zwei sich schneidendeii 
Kreise Bind verschieden gross. Es soll nämlich der zu theüende 
Kreis kleiner sein als der Theilende. Der erste sei K und der 
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2weite JTj (Pfg, 2«); der eine 
sei ans dem Hittelpnnkle 0, 
der andere hinfegen aus 0* 
beschrieben. 

Ist nun AOB der zu 
I theilende Winlrel, so führe man 
I aus C durch B eine Gerade 
I bis zu der Peripherie des 2. 
I Kreises und verbinde den so 
I erfolgten Punkt D mit O durch 
I eine Gerade, wodurch 
arc AE =: BE ^ — , und ebenso 

a 

~>^ JO£ = BOE = ^ erfolgt. 

Beweis. Es sei der Kürze und leichteren Dbersfcht wegen 
■^ AOB = a, j AOE = x^ 
^, ACD = ß I BOE = f geseUt. 
Da ~^ AOB ^ a ein Centriwinkel und -y jI CB = jS ein 
Peripheriewinkel ist, so hat man 

a = 2ß; 
es ist aber j; => i5 , weil sie in demselben Kreise , auf demselben 
f^t- ^*- Bogen aufstehen; daher ist 

a = 2x, folglich 
X = -, somit auch 

tf = - w. 2. b, w. 

Betrachten wir die 
zwei Winkel AOB und 
BOC (Fig. 2S), so fin- 
det man, dass der eine 
dadurch halbirt wird, in- 
dem man aus C durch B 
eine Gerade führt, und 
der andere, indem man 
aus A ebenfalls durch B 
«ine Gerade bis zu der Peripherie desselben Kreises führt. 
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Hieraus folgt eine einfache Vierlheilang einps beliebigen Win- 
kels, welches hier dann erfolgt, sobald man in dem -^AOCantAC 
aus eine Loihrechte zieht, auB einem Ptuikle derselben durch A, O 
und C einen Kreis beschreibt u. s. w. 

III. Nehmen wir jetzt den Fall an, der zu theilende Kreis sei 
FiB io. grösser als der theilende. 

Es sei also K (Fig. M) 
der KU theilende und K^ 
der theilende; es s«i fer^ 
ner AOB der zu Ihei' 
lende Winkel. Wird ans 
dem Funkle C durch B 
eine Gerade geführt, Ihs 
die Peripherie geschnitten 
ist, und der so erfolgte 
Punkt /> mit O durch 
eine Gerade verbunden, 



^. AOE — BOE = -^ 
Beweis. Es ist a =a 2/3, weil a der Centri- und ß der 
Peripheriewinkel ist; 
es ist aber V a; = ^, weil jeder von ihnen auf dem- 

selben Bogen aubtehl, 
somit ist te = 2 fS ^ 2 JT, 

daher ist ar •= -, 

somit auch y 3= - w. z. b. w. 

Auch hier wird der zweite Winkel, nfimlich derjenige, welcher 
durch die hier gedachte Gerade CO und durch BO entsteht, da- 
durch halbirt, indem man aus A durch B eine Gerade fDhrt o. s. w. 

Aus dem Obigen folgt also, dass der Mittelpunkt des theilm- 
den Kreises in der Peripherie, oder innerhalb oder auch ausserhalb des 
zu Iheilenden Kreises angenommen werden kann; nur muss jedes- 
mal die Peripherie des theilenden Kreises durch den zu theilenden gehen. 

Man hat daher folgenden allgemeinen Salz : 

Wenn sich zwei Kreise von gleicher oder von ver- 
schiedener Grösse so schneiden, dass der eine durch 
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den Miltelponkt des andern geht, so ist der eine 
Kreis der Bisectionskreis des andern. 

Hillelst diesen Salzes kann man also jeden beliebigen Winkel 
Hg- ff- auf eine noch einfachere Weise 

halbiren. Ist z. B. A CB (Fig. 27) 
der zu kalbirende Winkel, so 
nehme man den Punkt JH beliebig 
an, beschreibe aus diesem durch 
den Scheitelpunkt C den Bogen 
DECwy welcher den Schenkel 
AC des gegebenen Winkels bei 
E schneidet, beschreibe dann aus 
C mit C £ durch E einen Bogen 
go, dass der Bogen DECw in F, also auch der zweite Schenkel 
BC in ß geschnitlen ist; führe aus F durch G eine Gerade Fe 
önd verbinde H mit C, so ist arc £ J =■ arc OJ und der Win- 
kel ECJ = y GCJ, oderV X = y = -. 

Man kann femer mittelst dieses Satzes jeden beliebigen Win- 
kel in eine beliebige Potenz von zwei, gleicher Theile, Iheilen. 
Ffff. »s. 





Ee sei nun ACB (,Fig. 28) der zu theil«ide Winkel, und 
ACDE f^tT aus f» bwchriebene BisectionskreM ; so ist, wenn aus. 
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B durch O eine Gerade gezogen, und E mit C verbunden wird, 
aTcAF=BF='—; wird femer aus B durch F eine Gerade big 
ße-efährlundcr mit C verbunden, so i8tarc^0 = f H=:~^= — ; 
wird alsdann aus B durch H eine Gerade bis J gezogen, und J 

mit C verbunden, eo ist arc AK = HK ^ — ■— — ^ — n. ».w, 
' «48 

Man kann daher diese Tfaeilung so weit treiben, als dag 

menschliche Auge reicht, allein im Gedanken kann diese TheiluDg 

ins Unendliche fortgesetzt werden, wodurch die Reihe 

oder 

I + { + ä + 1% + Ä + ii + tJ. + ib + . ■ • 

geometrisch construtrt wird. 

Wie wir später sehen werden, wird mittelst dieser Biseclions- 
Methode die Trisection sehr praktisch und genau ausgeführt. 

6. Art der Zweitheilung (Bisection). 

Bei dieser Art von Bisection ist die Bisecticmslinie eine Gerade, 
welche die Eigenschaft hat, dass man vermittelst derselben jeden 
beliebig«! Winkel in zwei gleiche Thiile theilt 

Die Bisectionstinie vnrd auf folgende Art g^nden. 

Ftff.X». Es sei ABBCE (Fig. 29) 

I beliebiger Kreis. Wird die- 
I ser ans dem Punkte C mit CO 
bei D und E geschnitten 'Wnd 
durch diese Punkte eine Oerüde 
110 gelegt, so ist diese die Bi- 
I Bectionslinie. 

Wird nun in diesem Kreise ein Ite- 
I liebiger Winkel z.B.jlOilangenoa- 
men, dum B mit C durch eine-Ge- 
rade verbunden, und aus dnch 
den Dmvbsohnittspunkt O c^ 
Gerade gezogen, so ist 
arcCH= J^B, und^^« =- ^) 
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Was nnn von dieiem Winkel gilt, das lässt Eich auch von 
jedFm endern nachweisen, da hier der Winkel AOB des Beweises 
wegen beliebig angenommen wurde. 

Dasselbe Usst sich auch von jedem andern Winkel, der grösser 
da 90^ als IBO, als 270° ist, nachweisen. 

Halbirung eines gegebenen Winkels mittelst der 
obigen Bisectjonslinie. 
1) Es sei AOB (Fig.29) der zu tbeilende A^kel, und zwar 
uiter 90* oder im ersten Onadranten. 

Man beschreibe ans O mit einem beliebigen Halbmesser (hier 
mit 40) einen Kreis, verlängere ÄO über O hinaus, und verbinde 
B mit C Wird dann aus C mit CO der Kreis bei D und E ge- 
echmtten, ferner die Z>£ gezogen, nnd durch den so erfolgten 
Dnrchscbnittspankt O aus dem Mittelpunkte O eine Gerade bis zn 
dn-Peripberie gefObrt, so erfolgt aTC.CB^^ÄBv.ni-^u^\a. 
f^. *g- Der Beweis für die Rich- 

tigkeit dieses Veifabress er- 
hellet ave dem VorhMfeheik- 
den. Ist der g^bene \nnkd 
grösser als ein Rediter und 
nahe an SB, so sauss die Bl- 
sectioflslinie Aber den Kreis 
hinaus verlängert werden, wie 
dies aus dem nachfolgoiden 
Beispiele zu ersehen ist. 

2)E8Bei:40B(Fig. 30) 
der zu Iheilende Winkel im 
zweilm Quadranten. 




Man beschreibe ans dem Scheitdpmikte O mit einon beliebigen 
BflIbiiKSser einoi Kreis, verlängere den Scbenkei AO im ta der 
Peripherie, nnd darchgchneide ans dem so erhaltenen Punkte C 
den Kreis bei D und E, ziehe DE and verlängere sie über D 
hinaus. Wird alsdann aus C durch B eine Gerade gezogen, bis die 
Verlängerung von DE bei O geschnlllen ist, nnd der so erhaltene 
Darchschnittspunkt O mit O durch eine Gerade verbunden, so er- 
folgt ucCBH^iAJB und •}^COB = ^AOB. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieser Constmclion wird auf 
ähnliche Art wie zuvor geführt. 

Die Vicrtheilnng eines Winiiels (Qaadrisection). 

Die unmittelbare Vierlheilnng eines Winkels ist nicht nur an 
ond fQr sich interessant , sondern auch für die Trisectionsreibe J, 
n* n) iZi * * ' ^^ nothwendig, weil diese Rohe aus ^ dadurch 
ratsteht, indem man J mit 4 dividirt und dasselbe für jedes nachfol- 
gende Glied anwendet. 

Die Vieriheilung eines Winkels kann man wohl aus der Zwei- 
theilung herleiten oder vermittelst der Zweitheilung ansTübren ; allein 
dies« ist nicht so vortheilhaTt, als das hier nachfolgende Verfahren. 

1. Art der Vierltieilung (Quadrisectioo). 

Fig. »/. Bs sei .^OB^ig. 

j Sl) der zu theilende 
Winkel — Man be- 
I schreibe nu 0:0t 
I einem beliebig«' Bt- 
I diuB CO ein« -Häb- 
I kr^ CD£, «deher 
I den einen Sdienkel des 
I gegeben«! ^nnkels m 
' B, nnd die VerUnge- 
rung des andern in B schneidet Wird nun aus dem Punkte E durch 
D me Gerade gefuhrt, ferner DFmmDo gemacht, und der so 
erhaltene Punkt P mit durch eine Gerade verirnnden, so sehnei- 
det diese den vierten Theil des gegebenen Winkeis ab, so dass 
ncDO = ICD und ~^BOG oder ? ^ \COD oder to ist. 
Beweis. Da DO *= EO \inA DP wm DO gemacht wurde, 
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so ist 
18 ist aber 
und ebenso 
daher 
da aber 
80 ist auch 
folglich ist 



■^m — n und "^p — ?; 
■^ « = p+q »= 2p — 3f 
y u> = m + f»— • 2«"« Sfi 
■jf^ w = 2m = 2.3p = 4p; 
■^ P = ? ist, 
■^. iq =* tß, 
■^ y = _ wie z. b. w. 



Auf diese Art kann man also von jedem beliebigen Wiiilul 
doi vierten Theil linden, somit die obige Triseclions-Reihe \, ^, 
JL, fij . . . constniiren, und zwar, indem man von dem gegebenen 
Winkel zuerst j, dann von diesem Viertel abermals ^ u. s. w. 
rocht 

Wie man aus der Figur sieht, ist diese Construction höchst 
pnktisch, und selbst bei den kleinsten Winkeln kann man sie mit 
gleich grossem Vortheile anwenden. 

Nehmen wir jetzt einen andern Winkel an, z. B. einen Winkel, 
der im zweiten Quadranten, also über 90" ist. 



Es sei also ACB (Fig. 32) der 
gegebene Winkel und AB der ihm 
entsprechende Bogen , wo von beiden 
der vierte Theil abgeschnitten werden 
soll. Han verlängere den Schenkel 
A C über den Scheitelpunkt C hinaus, 
mache A' C = AC, führe ans A' 
durch B eine Gerade, mache BD ^ 
BC und verbinde den so. erfolgten 
Punkt D mit C durch eine Gerade, 



lif. ai. 




arc BE = ^arc JB 
Ud -^BCE = \ACB. 

Der Beweis wird hier wie zuvor geführt, allein man kann ihn 
anch auf folgende Art geben: 

Han verlängere den zweiten Schenkel BC (Fig. S3), und 
ebeneo auch die CD über den Scheitelpunkt C hinaus, und setze 
der Kürze wegen den Winkel 
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datier 
«ko auch 



Fif. u. ACE -3 a, 

ferner -^A'Ctr = ÄC B ^ a', . 

und -^BDC — ß; 

dann -^BCD — B2>C = ^', 

und -VBA'C •= y, 

zuletzt y -4' fl C = y' u. 8. w-, 

80 hat man, da BD t= BC ^ A'C 

= FC ist, 

^«' - ^ + y, 

ferner y ^ y' 

und y' = /l -J. ^', 

somit da ß' Msa ß ist, 

-^ «' = 8^ — 3/S', 
tt = Sß'; 




addirt man m dieser Gleichung , und zwar beiderseits ß' hinzu, 

M folgt: "^ « + /I' -* 4j3'; 

nnd da V a -[- jl' = JC£ ist, 

m fdgt ^ jiCB -B 4/3', 

somit itt ß' = {ACB w. z. b.w. 

Wto man schon aus der Constructioa sieht, ist dieses VerMna 
hSchst einfach, nnd zwar so, dass es alla Mslwr bfianitM Cm' 
structionen weit hinler sich zurücldässt. 

Was das Ziehen der Hilfslinie A'D rabrliBg:!, so ist ts (MAf 
giltig, nach welcher Richtung hin sie Teriilig«rt wird; nm kM 
also die Gerade aus dem Punkte j<' durch B, oder tucb HsJidinft 
A' als Hil&linie ziehen, nnd auf dieser dann von B oder toi Jf- 
ans den Halbmesser auftragen. 

*■* ■ Es sei ACB iVig.U^ der ge- 

gebene Winkel, nnd JOB der ihm 
entprechende Bogen , welcher in 
vier gleiche Theile getheilt wer- 
den soll, so dass die Hilfslinie 
hierbei nicht über B hinaus Ter- 
längert werden darf. Wird also 
A'B über A' hinaus verUingert, 
A'O ^ A'C = AC abgesdioil- 




len , alsdaiui aui D durch den Hillelpunkt C eine Gerade geXvgXj 
m erfolgt: 

KcA'E -B arc. ÄF a» ^ucAOB 
und -^A'CE — A'DE — ACE = {ACE. 

Beweis. Setzt man der KQrze wegen den Winkel 
BCF «= a, BDC = ßy DBC »- y, A'CB <=» *, 
femer B'CE — a',A'CE — ß',ACF — ß" n. a. w.; 
so hat man "^u = (J + y; 

und da y = •/ wb ß^ ß' .am iß ik* iß* ist, 

80 folgt -^a = /J + 2j3 — ß'+2ß' =. 8^ — 8/»', 

also ifit V« — 8/S'; 
addirt man hier iMiderscits ßf oder ß" bb /)' hinzu, so folgt 

Y,« + ^'«4/J', und da -^JCfi — «+/!" ist, 
10 folgt -^ACa ^ Aß' 

oder ß ^ ß' mm ß" mm | J CJI W. Z. b. W. 

Verbindet man diee« beiden C<HiBtmctionen mit cinAider in 
eine Figur (Fig. 36), so hat man hier die beiden loeseni TheUangspunkte 
an Oft and Stelle , wo sie sein 
sollten ; und wird flberdiess aus 
dem Punkte oi DB' eine Pa- 
rallele gezogen, so erfolgt derPunkt 
H als der mittlere Theilungspunkl. 
Diesen mittleren Theildngspankt 
kann man auch dadurch erbalten, 
indem man die Verlängerung Ttm 
C/»*, welche hier in der Figur 
mangelt, gleich der Geraden OB' 
macht, den so erfolgten Punkt B" 
mit A verbindet, und aus dem 
in der Peripherie des Kruses er- 
haltenen Punkte E' durch O eine 
Gerade führt u. 8. w. , 
Man hat somit folgenden Satz über die unmittelbare Vier- 
theilung eines beliebigen Winkels: Jeder gegebene Winkel 
wird in vier gleiche Tbeile getheilt, indem man die 
Sehne des Ergänzungswinkels zu 180** beiderseits ver- 
längert, jede Verlängerung gleich dem Halbmesser 
macht, aus den so bestimmten Punkten der beiden 
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Verlängerungen durch den Millrlpunkl Cerade legt, 
und dann zu der Sehne des Ergänzungewinkels 
durch den Hitlelpunkt eine Parallele zieht. 

Werden nun für diese Conetniction beslimmte Winkel ange- 
nommen, so kommt man hierdurch sehr leicht auf einige richtige 
Constniction«! der Polygone. 

Ist z. B. (Fig. S6) der Winkel AOB= 60*, so bat man, wenn 
die Sehne des Ergänzungswinkels gezogen, dann beiderseits verlän- 
gert, und jede der Verlängerungen gleich dem Halbmesser gemacht wird : 
ßiff. se. 




^OBC = OCB •= 80", 
Bomit ~^BDO = BOD ^ ^OBC = li", 

Bnd ebenso -^ CEO = COE = |OCB =. I5»; 
and da 360 : 24 = 15 ist, so ist die Sehne ÄJ s= JH = HO 
OB OB != AtT Sehne eines 24ecks. 

Halbirt man die Sehne E so wie den ihr entsprechenden Bo- 
gen OlfE, und führt aus dem so erfolgten Punkte F* durch dea 
Hitlelpunkt eine Gerade, so hat man: ' 
arc II K e= arc G K 
■^BOK = ^ aoE 



und 

deim es ist: 
daher 
folgbch ist 
es ist aber 
und da 



9CE ■= 150", 
■^OCP -= ECF' = 76", 
■^^EOF' ~ {ECB' = 37l"; 
%JOK = EOF- « STj", 
~}^ JOa <^ \AOB =a 30*'ifil,80 folg! durch Sub- 
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traction->^jrOÄ'— JOfif =r GOK = :|^ 

und da 860:71 s» 48 ist, so ist auch 

die Sehne BÜC =» 6I^JiC ss? der Seite eines 48ecks. 

Diese Sehne oder Seite eines 48eckes wird auch dadurch er- 
halten, indem man aus H durch C eine Gerade führt, bis sie die 
Verlängerung desBogens OF*E d. i. EL hti M schneidet, sodann 
aus M durch O eine Gerade führt, bis der Bogen ^10 bei P ge- 
schnitten ist, wodurch il P s=s JP =s der Seite eines 4Secke8 erfolgt ; 
denn es ist: >^i4 OH = SO^'und OirC= OCir= i ^4 OH = 15^ 
femer -^^COM ^ CMO = iOCH = lAOH = 7|*^; folg- 
Uch ist arc AP «= arc JP e= hä: >» GK, 
daher die Sehne AP ^^m pj z=z GK = KB s der Seite eines 

48eckes* 

Fährt man nun so fort, indem man die bereits gefundenen 

Theilungspunkte des gegebenen Bogens benützt, so erhält man ferner 

den Bogen von 3|% 1|®, jf®, y® u. s. w., wodurch man also 

weiter die Seite eines 96ecks, eines 192eckes, eines 384eckes, eines 

768ecke8 u. s* w. findet 



Trisection. 



I. Methode der Dreitheilung (Trisection) des Winkels 

mittelst der Reibe nach der ersten Art der Zweitheilung (Biiection). 

Werden von der Reibe -, — , , — , -;, ■—., -;... vier Glie- 
4 4 4 4 4 4 

der snmmirt, so erhält man nahe ein Drittel; denn es ist: 

64 + 16 + 4 + 1 a« 



;- + i 



f + i 



vergleicht man diesen Bruch oiit ^ , sfl erhalt man , wenn beide 
Brüche anf gleiche Benennnng gebracht und _vor einander abgezo- 
gen werden, 

i 1, M« - 255 _L. 

s fn = 798 ■■«••» 

also ist die Summe von vier Gliedern der obigen Reihe nahe ^, 
wobei der Fehler ^ ^ oder m* 0-001S020 = 'nräW 

Obgleich nun dieser Fehler, numerisch betrachtet, gross zu 
sein scheint, so können wir doch mittelst der vier Glieder die Tri- 
section des Winkels vornehmen , weil dieser Fehler bei unsem ge- 
wöhnlichen Zeichnungen gar nicht sichtbar ist, und daher auch 
ohne weiters weggelassen werden kann. 

Es sei nun ACB (Fig. 37) der zu Iheilende Winkel. Man 
F/g. 3?. 
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i^uche von dem gegebenen Winkel ACB nach der zuror angege- 
benen Bisections-Methode das Viertel BCFt^ dann von diesem Vier- 
tel abermals ein Viertel BCH^ welches yon dem gegebenen Winkel 
^ sein wird ; von dem so gefundenen ^ suche man wieder das 
Viertel, welches von dem gegebenen Winkel ^ sein wird, und 
endlich Ton diesem ^ ebenfalls \ gesucht, gibt BCL, welches 
Ton dem gegebenen Winkel ^ sein wird. 
Es ist also : 

-^BCF^ iACB^ 

^BCH^ {BCFttm ^ÄCB, 

^BCK ==^ \BCE t=^ i^BCF ^ igACB, 

-^BCL ^ IBCK = ^BCH = ^BCF = ih^C-B, 

daher 

lACB + ^ACB + igACB -f- ^ACB =« \ACB 
näberungsweise. 

Werden also die diesen Winkeln entsprechenden Bogenstiicke 
continuirlich nach einander auf dem Bogen des gegebenen Winkels 
aufgetragen, so wird die so erfolgte Summe auf dem gegebenen Bo- 
gen dreimal enthalten sein, und xwar mit solcher Genauigkeit, als 
man sich dies insbesondere beim praktischen Zeichnen nur wün- 
schen kamu 

Dadurch,, wird also der gegebene Bogen in drei gleiche theile 
getheilt, und wenn man die so erhaltenen Theihingq^unkte des Bo- 
gens mit dem Scheitelpunkte durch Gerade yerbindet, so wird durch 
letxtere auch der Winkel in drei gleiche Theile getiieilt 

Sollte min das Halbiren auf eine andere Art vorgenommen 
wordeu, so ist es sehr schwer das ^ , noch schwere aber das ^ 
dct gq^ebenen Bogens am bestimmen, daher ist die gewöhnliche 
VMMiningsart nur dann anwendbar, wenn das Halbiroi und somit 
ausK das Vierteln des gegebenen Bogens auf die angegebene Art 
vor^enottün^ wird* 

Dom wird das Halbiren mittelst der zwei Bögen auf die ge- 
wMuiliclie Art bei kleinen Winkeln vorgenommen, so kann man 
kaum die Hilfsbögen beschreiben, wenn der Halbmesser für die- 
selben zu klein angenommen wird; wird er aber zu gross ange- 
nonuosen , so fallen die Bogen zu sehr in einander; aus welchem 
Grunde die gewöhnliche Art des Halbirens nicht imnier praktisch 
und ^aher auch für die Dreitheilung nicht anwendbar ist. 
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Ebenso unaweckmäasig ist das Halbiren durch VersQche, in- 
dem der Bogen zu sehr dnrchslochen , und daher auch die Hälften 
sehr ungenau erhallen werden. 

Mao kann daher nur nach der angegebenen Bisections-Me- 
thode jeden noch so kleinen Winkel genau halbiren , und dies zur 
Trisection mit Vortheil benützen. 

Bei der angeführten Trisectione-Helhode entsteht nur noch 
der Obelstand , dass man die Bogen , welche zusammengenommen 
den dritten Theil des gegebenen Winkels ausmachen, erst zusammen- 
setzen muss, wodurch mehrere Fehler begangen werden. Ea igt da- 
her sehr nothwenig die Construction so auszuführen, dass man die 
Theile, welche zusammengenommen den dritten Theil ausmachen, 
neben einander erhält; und man wird desshalb auf folgende Art 
verfahren müssen: 

Es soll z. B. der Winkel ACB (Fig. 38) in drei gleiche 
Theile getheilt werden. Hau halbire zuerst den Bogen AB in E, 

Fig. 38. 




indem man die CE\BP oder S_AB zieht; theile dann die so 
erfolgte Hälfte AE hn V ebenfalls in zwei gleiche Theile, indem 
man die Gerade CF\DK führt; so ist dann 

arcjlP SS arcEF ^ \AB. 
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Nun wird der Radius CF über C hinab bis zu dem Peri- 
pheriepunkte O verlängert, femer der $o erhallene Punkt O mit E 
durch Gerade verbunden , die CH ^EG gezogen , Gf mit H ver- 
bunden und die CJ||Gf0 geführt, wodurch 

arcFJ = \EF = ^AB 
erfolgt. 

Nun wird auch dieser Radius JC über C hinab bis zu der 
Peripherie verlängert, der so erhaltene Punkt K mit H verbunden, 
femer die CL lü HK gezogen, L mit K verbunden, und die CM || 
LK geführt, wodurch 

arcJÄf = {JH = |FJ =. ^AB, 
wird. 

Es ist aber LM =^ JM ^ und wird endlich auch von diesem 
Bogen der vierte Theil gesucht, so erhält man 

arcjiro = {LM = iJM =» 2h^^' 

Man hat somit, wie die Zeichnung hier zeigt, alle vier Theile, 
Sumnanden, woraus das gesuchte Drittel näherungsweise besieht, 
auf dem gegebenen Bogen unmittelbar neben einander. Ebenso könnte 
nan die Theilung noch weiter fortsetzen, was jedoch in diesem 
Falle wdter mit freien Augen nicht so leicht geschehen kann. 

Die obgefundenen Theile, ihrer Ordnung nach neben einander 
Eueammmigeatellt, hat man: 

arc. AF = \AB 
arc JF = JH = 

arc«riir = i JA =» IJF = 

vreMÜ = ILM ^ \JM = 

folglich auch: 

9TCM0 + JM + FJ + AF= a + T^ + Ä + ?h)^Ä; 
oder d« 

MQ + JM + FJ -^ AF = AQ 

und L-4-JL4.a.a.i_ 64+16 + 4 + 1 ^, . 

also ist arc il0B=slilB näherungsweise mit dem obangezeigten Fehler. 

Diesen Bögen entsprechen auch die Winkel, sobald die Halb- 
messer gezogen werden, so dass man dann der Ordnung nach Fol- 
gendes hat: 

Fialknw»ki. Theilung Aea Winkel«, A 



{EF = 


Ä^F= ^AB 


ÄEF= 


r-.AF^ i-,AB 


Ti-fB^ 


iJF« 


iUF» 


i-^AV^^^AB, 
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^ACF mm lACB 

-^JCF =^ JCH = {ECF = {ACF vm ^ACB 

-^JCM^{JCH^{JCF^^ECF= ^ACF « ^ACB 
-^MCQmm\LCM^\JCM = ^JCH= Y^JCF mm 

^ECF= i^ACF ^ mitCB 

folglich auch: 

und da 

^MCQ + JCM + JCF + ACE «» ^.i4Cff, 

ferner i + Ä + Ä + ib = iÄ = «aJ*« I e^seizi werden kn^ 
so hat man ^ACQ c» ^ = nahe lACB. 

Wollte man nach dieser Construction auch noch das fOiftr 
Glied der Trisectionsreihe suchen, so könnte dies mit unaeren ge- 
wöhnlichen Instrumenten nicht ausgeführt werden; denn^ wie WP 
sieht, ist schon das vierte Glied eine äusserst geringe Grösae^ u- 
gefahr gleich der Dicke des gewöhnlichen Zeichenstriches, wie aoDIa 
nuR dieser seiner Dicke nach getheilt werden? Doch darf im 
vierte Glied nicht so leicht weggelassen werden , weil dieser UmiI 
verdreifacht, daher beim Auftragen auf dem Bogen des gegebeMi 
Winkels sehr fühlbar wird. 

Um das Anhäufen von Linien zu vermeiden, sucht man das 
letzte Viertel lieber nach dem Augenmasse, welches ungefähr «a der 
Dicke eines Striches sein wird. 

II. Trisections-Sfethode 

mittels der vierten Art der Bisection. 

Es sei ACB (Fig. 89) der zu theilende Winkel. — Zieht' man 
il Ji als Sehne des ganzen Winkels, dann aus B durch D die Bu als Sehne 
sammt Verlängerung für den halben Winkel , und beschreibt über- 
dies aus B mit BC einen Bogen Cr, der die Verlängerung der 
Sehne des halben Winkels in Ej und die Sehne des ganzen Winkels 
in F schneidet, so hat man arc. £F es ^arc.^B. Trägt man nun 
EF auf dem Bogen AB von A aus einmal auf, so dass^ltf am Et 
ist, zieht aus O gegen B eine Gerade bis H, macht AJ =s FH, 
und verbindet J mit B, so ist arcFlT e=s jiarc ilB. Macht man 
AL ^=si FKj zieht aus L gegen B eine Gerade bis ilf, schneidet JN 
SS FM ab und verbindet N mit B, so erfolgt arc KO ss ^ arc AB. 
Macht man AP =» KO, zieht aus P gegen B eine Gerade bis 0^ trägt die 
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rif.»». FQ voa 9f naoh A, und 

I verbindet A mit B, so' er- 
I hält man atcOS ^ ^ AB. 

Uen erhält somit die 1 

I zu einem Drittel des Bogena 

\ AB erforderlichen Glieder 

I der Trisectionsreihe J + ^ 

I + R + ifi- •• , welche hier 

I leicht zu consiruiren, deutlich 

I w&hrxnnehDien und bei einan- 

I der zusammenhimgend' sind. 

Trägt man nun ES ^ 

I EF -\-FK-^ K0-\- OS 

auf AB auf) so erfolgt da- 

I durch die verlangte Drei- 

theilung des Bogena bei T 

I und P, welche Punkte mit 

durch Gerade verbun- 

J den mich diie Drellbeilung des 

I Winkels ACBgt^ta. 

III. Trisections-Hethode 

mittels des Bisections-Kreisea und der Triaectiona-Rcihe. 

Fff. 40. 

Ea ad der 
I %AOM(yig. 
I 40) und der ihm 
entaprechende 
J Bogen ^FBge- 
I gdien. Hanma- 
I che COJ_AO 
I hl O, YeiUngere 
I deaBogai AFB 
aber A lUnab 
I biaCOiaPge- 
I echnitten wird, 
I Mblredwuiden 
I BegmAUC in 
0, wti be- 
schreibe aus D 
4* 
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mit dem Radiiid gleich der Enlfeniun^ AD den Biseclioiu -Bog:en 
AH'C. Nun suche man nach der Bisections - Methode zaerst \, 
dann |^, — und allenfalJs auch ^ von AB^ tra^ diese Theile 
auf den Bogen AFB neben einander iuf, 80 erhält man den drit- 
ten Theil desselben. 

Man erhält nämlich AH = — , indem man zueret die Ge- 
rade BD, dann durch £ die CP, ferner DPund aus C durch O die 
CH zieht; es werden daher iur jedes Viertel von dem gefundenen 
Viertel 4 Linien erfordert, allein man braucht keine von ihnen m 
ziehen, wenn man sich den Gang der Sache gemerkt hat ; weil man 
eigentlich nur die Punkte braucht , welche mittels der Einschnitte 
in dem Bisections-Bogen , wie auch in dem zu Iheilenden Bogen 
erhallen werden, wie diess hier durch die Pfeüe angezeigt ist. 

In wie ferne diese Methode genau ist, hängt von der Anzahl 
Glieder der Trisections-Beihe ab, die man bei der Triscction ver- 
wendet. Hier sind ihrer nur drei , welche gehörig addirt, sodann 
diese Summe auf dem zu theilenden Bogen aufgetragen , die Thei- 
lungspunkle R und S mit einer hmlänglichen Genauigkeit geben. 

Bei dieser Methode ist aUo der Cbelgtand vorbanden, dass die 
Theile nicht neben einander, sondern zerstreut auf dem Bogen aicl 

Etg 4i. befinden^ es istdi^ 

I her sehr wün- 

I schenewerlb g)aM| 

I bei der Coutoi||||. 

I tiondieseTheilB)»'. 

p ben einander niM'. 

ben, damit IM 

durch das Aiif)^<- 

gen kein«! gr aif j j :■ 

Fehler begchi.?^ 

Um di«8Bsm^v 
reidien , veriali)^ - 
man mit dem K|l- . 
biren auf obige Art 
bis zu-^jfjyabo 
hier (Fig. 41) bis 
man den Paukt Jf 
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erhält; balbire dann den Bagett KM in ff, und Oteile die hierdurch 
erhiltene Bfitfte H JV in 4 gleiche Theüe. Wird nun aus was immer fQr 
rinoD Punkte des Grundkreisee, hier ans C mit dem Radius dieites 
Kreises ein Bog^en mx beechrieben , eodann die Punkte H', B, K, 
' JV und i> mit dem Punkte C durch Gerade verbunden , so erhält 
niD den Bogen 

in» = \AB, weilHH' = ^AB ist, 
np = -^AB, , BK= 'fAB „ 
pq = ii^B, , KN = iiAB „ 
■?»•«= ife^«» - ^P = rh^B „ 
niui mn +"p+i»fl' + fl"-=-Cj + n + A + sn>'<* 
^ lAB näherungsweise. 

IV. Trisections-IMetbode 

mittels der Trisectioas>fieihe inil Hilfe der II. Arl der Viertbeil uof; 
(QuadriseclioD). 

Es sei ^OA (Fig. 42) der zu theJlende Winkel Man be- 
tArcibe aus «lem iScheitelpunkte einen Halbkreis, verlängere A 
Flg. 42. 




aber O hinaus bis C, lege aus C durch B eine Gerade Cuy mache 
du Stock BD -=> BO, und verbinde D mit O, so hat man 

BO = CO ist, 
da -^BCO '- CBO: 
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•es ist aber 

XAOB *= €Ä0 + BCO CSS 2CB0 = 2BC0, 

folglich ^CBO = BCO = ^^ 

Da ferner BD — BO ii^t, 

feO ist auch ^BDO — ßOü; 

und da -^CBO = jBIIO+ äOH ist. 

80 folgt auch '2^^CB0 = 2BDO «= 2B0D, 

daher ^^BOD = | CBO^i^lOB, 

somit ist auch der Bogen BE :=: l AB. 

Wird nun durch den IXurchschnittspunkt E die £<i' || 
gezogen und EF= EO gemacht, so ist 

-^DEF = BDE 
und ^EOF = JEFO; 

es ist aber DEF= EOF+ EF0^2E 

folgUch ist ^EOF « JI>jBF«=|BZIJS:=x |B 

Daher ist auch der Bogen EO = fAB. 

Wird {«rfier durch 4en Punkt G me Parallele su £ «^ ji 
gea^ daim OE^^OO gemacht, und der Punkt ff mit Ol) 
cme Gemde verbunden, so erhält man nach ähnlicher Folgern! 

-^eOJ ^ ^AOB^ 
ddier auch arc QJ « j^AB. 

Wird mm diese Gonstruction fortgesetzt, so erhält niaa «dl 
XJOL nr ^AOB, und ^^LON »- jgAOB vu ft. I 

Hau «rhält sonut die nachfolgende Reibe: 



arc AS s 


j4Ä-i4fl 


arc £ OK 


HB « l.^B 


arc J a 


ÄiiBr-liiB 


arc Jlf a> 


Ä^* "" 5»^* 


arc L iV = 


s-ab^Lab. 



Da wir hier zur Trisection nur die drei bekannten Glieder b 
eben, so folgt arc B£ + 6 J + LZ^ « ^illl + ^AB + ^ 



=■ (x + n + Ä) -^ ') daher, veil { + Ä + Ä nähentngiweiee 
B I^B gMetit wä^l« kann, folgt 

aro BE + aJ-\-Lff = \AB. 

V. Methode der DrelfhellunK (TrisecUoD) 

düUds der TrUectioiu-IUilie, nach dar zweileo Art der Viertheilung 
(QuadrisectioD). 
Bei der {rüher angegebenen Consliuclion haben wir jedesmal 
um den vierten Tbeil dee Bogeiu zu finden , denselben zueret hal-, 
biren müaeen, wodurch sieb bei der Conslniction im Ganzen zu 
viele Linie» anhäufen. Nachdem wir aber eine vortreffliche Methode 
ffir die Viertheilung des Winkels aufgestellt und bewiesen haben^ 
Bo können wir uns derselben mit grossem Vortheile auch bei der 
Trisection bedienen, und zwar so, daas wir auch bei diesem Ver- 
ehren die Theile, woraus das zu suchende Drittel besteht, unmillel- 
hr Debeneinander haben. 

Es aei ACB (Fig. 43) der gegebene Winkel Man verlängere 
JC Aber C hinaus, beschreibe aas desaen Scheitelpunkte C mit 
fif. 4*. einem Halbmes- 

ser = 4iC einen 
Knie, Uw M 
Kr«H 9M»**t 
Ahn M 4m 
Fa^Mef tot« 
X dne Ci«ad^ 
■aehedttSttek 

den 80 erhaltenen 
Punkte; eine Qe- 
rade, sD ist nach 
dem früher be- 
wiesenen -^Bco ^ \Äca, 
also autfh arc. BH » \A B; 

nun mache man arc. JH= BBy verbinde J mit C, verlängere 
die JC aber C hinab bis if; führe dann aus K durch L eine Ge- 
rede, mache LM ^ CL, und führe aus C durch U den Strahl 
Civ, so ißt der Winkel BCN = \JCa =s iBCa= ^AC B. 




Macht man ferner !<fO *= HU, zieht die CO mi verlängert 
sie bis P, fuhrt aus P durch Q eine Gerade, macht data Stfli^ 
QR SS CQ und verbindet den 60 erhaltenen Funkt K mit C, so ist: 
■yjVCB = \MCO <= \HCN = TiJCa = -^BCB = j^ACB. 

Ebenso wird auch von diesem letzleren Winkel, der vierte 
Theil gesucht, welcher dann von dem gegebenen der j^ sein moss. 

Man hal hier also alle vier Theile beisammen, und zwar : 
arc BH + HN -{- NR + RT = BT, 
und V BCB + HCN + NCR -f RCT = BCT; 
somit arc. BT = \AB 

und ^_BCT = ^ACB 

näherungsneise. 

VI. TrUeclions-IlIefliude. 

Betrachten wir ACB CFig-44) als einen Kreisausschnitt, und 
denken uns dessen Bogen AB sehr klein, so kann er mit einem 
Dreiecke verwechselt werden. 

j^ j^ Ist nun in diesem die Seite 

BC ia 3 gleiche Theile getheilt, 
GO wird auch die zweite Seile, 
d.i. AB , ebenfalls in drei gleiche 
Theile getheilt, wenn man zu der 
dritten, d. i. zu ÄC , durch die 
TheiluDgepunkle der B C Paral- 
I lele zieht. 

Um nun bei einem gege- 
benen Winkel das lästige Ein- 
Iheilen zu vermeiden, nehme man eof dem einen Schenkel hier auf 
BC eine beliebige Einheit CI, trage solche auf dem einen Schen- 
kel, auf CB, dreimal auf, ziehe sodann durch die Theilnngspnnkle 
zu dem zweiten Schenkel A C Parallele , wodurch der Bogen A B 
näherungsweise in drei gleiche Theile getheilt wird. 

Es kann also dieses Verfahren bei einem Winkel, welcher sehr 
klein ist, jedenfalls mit Vortheil angewendet werden, ohne dass man 
einen erheblichen Fehler begehl. 

Wir wollen nun untersuchen, in wie ferne dieses uralte Ver- 
fahren beschrfinkt ist. 
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Ziehen wir zu diefiem Behufe Dm und EI X AC^ so ist, da 
Im^ACisty Dm = El^ d. h. es ist der Sinus des Winkels iiCf 
für den Halbmesi^er ass 1 gleich dem Sinus des gegebenen Winkel» 
für den Halbmesser ass |. 

Bezeichnen wir den gegebenen Winkel mit q>^ so haben wir, 
da das Dreieck DmC rechtwinklig ist: 

Dm ssx Cm sin 9. 

Geben wir nun dem Winkel ACE nach und nach verschi«- 

deae Werthe und zwar sei 9 «s 15^, so ist 

Dm = |sinl5*' = 0-3333338sin IS*', 

und logDm = log 0*333. •. + logU**: 

nun ist 

logO'3338333 = 0''^228787 — 1) , ^ , ,. 
j 1 • ,.0 ^ . ^^^^ ^ >, weiches addnt, 

und log sm 15® = 9-4129962 — 10 \ ' ' 

gibt 9-9358749 — 1 1 ; 

daher log um es 0*9358749 — 2 

Diesem entspricht 0*086273, 

ako ist Dm = 0*086273. 

Vergleicht man diesen Werth mit dem Sinus von 5®, so hat 
man, da der Werth für sin 6® = 00872 
and der gefundene = 0*0862 ist, 

der Unterschied = 0*0010. 

Also ist der Fehler F =s 0*001 = joöo 9 

daher bei 15® noch sehr gering. 

Um diesen Fehler im Gradmasse zu bestimmen, hat man 
EI SB8 CJsinor, 

sinj? = üt» = 0*086273, 
und log sin j? = log 0*086278; 
nun ist log0*086273 = 0*9358749— 2 

also log sin jp a« 8*9358749 — 10 

Diesem entspricht 4^ 56' 50", 

es ist daher das gesuchte Drittel, hier 

X = 4**56'57" 

Da nun ? = i^ = 4« 59' 60'' ist, 

3 3 

60 hat man den Fehler F = 0® 8' 8". 

Setzen wir q> =3 30^, so haben wir 

H m = :0*383 . . . Xsin 3Ö^ 



DU) ist IokO-3333S33 -= 0-52M7fl7— 1 

«nd logBinse« .= 9-6989700-10 ' «'*'<=»'« »<*d.rt, 

gibt 103X18487— i 11 

daher ist logDm ==• 0-2218487 — 1 

Diesem entspricht 0-1666666 

aUo ist Dm = 01666 ^^ siRlO*, 

es ist «her ein lO" >■ 0-1736 

daher ist der Fehler F » 00070 ■» j^ 

Da nun sin or cm /I » ist , so brauchen wir nur von don 6'agiia 
Logarithmus die entsprechende Zahl in Gradmasse eh suchen. 

Denn es ist 

logsinj? s= 9-2218487 — 10 
Diesem entspricht S's&'SB" 

Da nun f ^~ ^ 9» 59' 60" ist 
3 3 

und j! = 9" 85*38" gefunden wurde, 

so folgt der Fehler F ss o" 24' 22". 

Setzt man hingegen den Winkel 91 ^ 6°, so findet man aaf 
ähnliche Art 

DM ^ 0-034842 
und da sin 3" « 0-03489« ist, 

so folgt der Fehler F =a 000057; 
da ako hier -^ w = l0 69'48" 

und da | = l^hS'W ist, 

so folgt der Fehler V ^a ti^ 0'I2" im Gradmasse. 

Man sieht also, dass diese Methode bei gewöhnlichen Zeich- 
nungen höchstens bei einem Winkel von I5' angewendet werden 
kann. Wird aber der gegebene Winkel zuerst balbirt oder gevier- 
telt, so kann sie anch bei grösGerem Winkel ohne erheblichen Feh- 
ler angewendet werden. Uiess wird nun auf folgende Art geschehen 
Fig. 4S: müssen. 

Man trage einebeliebige EinheitCl 
(Fig. 45) auf jedem der! Schenkebi 
dreimal auf, verlängere Ä C über C 
hinans, beschreibe aus C mit CS 
binen Bogen , schneide zugleich die 
Verlängerung der AC in D ein, so 




iuB CD ^ AC wird, und fahre durch die Paukte I nnd 1' Pa-< 
nilele zu D Ilt bis der Bogen in I und II g:eschnitlen wird , wo- 
durch man JT = III => Ulli nähenrngHweise erhält. 

Viel richligeree Re«ullat erzielt man, wenn man den gegebe* 
nen Winkel zuerst in vier gleiche Theile theilt, wobei eich folgen- 
des Verfabren ergibt. Hsn (rage auf dem einen Sehenkel ÄC 
fig- 40. (Fig. 46) eine beliebige Ein- 

heit C\ dreimal aof und be- 
schreibe mit CS (oder CO) 
einen Kreis; verlängere dann 
einen Schenkel CD über C 
hinaus bis zu der Peripherie 
d. i. bis V, verbinde E mit F 
und halbire den gegebenen Win- 
kel , indem man durch den 
Scheitelpankt C zu £f eine 
Parallele zieht. Wird endlich 
anf der Halbirungslinie das 
Stfick CJ = CI gemacht, O 
mit E und D durch Gerade verbunden, und zu OD nnd O E durch J 
une Parallele bis zu dem Bogen gezogen, so wird dieser näherungs- 
weise in drei gleiche Theile getheilt, so ime BL^XtK^KE tat> 

Dnrch Rechnung wird der Winkel LCKmm \AB folgeodcr 
Weise bestimmt. Es ist JL\\Da, ftdglieh ist der Winktl LJS 
a> seFH und de -^Dav^^OOB, so ist auch -^LJH^ 
\DCB=^{ACB, 

Setzen wir nun den -VACB =a «0% so ist -^LJH^ H\ 
nnd der Ergänzungswinkel zu 180* i. i. -^LJC^ ISO -.- is « 
166**. Da also in dem Dreiecke IiJCdie zwei Seiten hC^= l nnd 
j C S9> I femer der der grösseren Seile gegenüberliegende Winkel 
bekannt sind , eo können wir auch die übrigen Stacke , folglich 
Bach den Winkel L CJ =\A CB finden. Bezeichnen wir nun den 
zu suchenden Winkel hCJ mit a, den Winkel JLC mit jr und 
den drillen Winkel mit s, so hat man: 

JC : hC = siny ; sins 
oder A : I = giny ; sinl6&°, 

woraus äay ^ sinieA" X 0-3338333 
.= Qin 15" X 0-3a33333 ; 




nUQ ist If^sinlä" b 9-4129962 — 10 ) 

und iogO-33S3S3S = 0-6228787 - I |' "''*''"* ^'''" ' 

gibt 9-9368749 — II, 

daher logainy = 8-9358749 — 10. 

Diesem entspricht 4* 56' 57" 

also ist y = 4'*ä6'57"^ 

da aber 

V,L J0 oder a ^ :e -\- jf ist, 
H> folgt X = tt — ff = 18* — 4' 56' 57" 

_ 114" 59' 60'' 
1 4° 56' 57" 
a? = 10" S' 8" 
Es ist also der Winkel x um 3'3" za gross wie zuvor. 
Wird der gegebene Winkel zuerst in acht gleiche Theile ge- 
Ibeill, 60 bann jeder solcher unter 90" nif Sekunden und jeder über 
90" auf Minuten genau gedrittelt werden. 

Man kann aber den gegebenen Bogen und Winkel auf Stkaa- 
den genau eintheilen, wenn er auch nahe an 180** oder auch darfflMr 
ist, indem man hierbei auf folgende Weise verfährt: 

fip. 47. Uan trage anf dem Schen- 

kel des gegebenen Winkels 
hier (Fig. 47) auf BC eine 
I beliebige Einheit Cl dr«- 
mal auf, beschreibe mit dem 
ßadius gleich drei solchen 
I Einheiten einen Bogen, nehme 
auf diesem ein Bogenslück 
K. B. A'D nach dem Augenmaße als Drittel an, trage es dreimal auf, 
wodurch man hier den Bogenrest P3 erhält; wird nun durch den 
Punkt 1 die 61 [| CP gezogen, so ist Cm = \AB praktisch genau. 
Es ist wohl leicht begreillich, dass diese Genauigkeit von dem 
Reste abhängig ist, denn je kleiner dieser ist desto grösser' ist die 
Genauigkeit. 

Bei diesen Verfahren hat man wohl drei Fälle zu unterschei- 
den; denn entweder ist das angenommene Drittel gleich dim wah- 
ren (was bei grossen Winkeln selbst der gefibteste Zeichner nur 
höchst selten trifft), oder es ist grösser oder kleiner. So wie man 
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nin bei drm BogL-nresle vtrf9hrl, tbm so wird min stich beim 

Oberechusso veifahreii. 
iknmorkung. Sollte der Bogen icbon gegeben seia, fo ist es immer 
Tortheilbafler eine beliebige Einheit anEunebmen, selbe dreimal euf- 
Eutragen und einen besonderen Bogen lu Tenelcbnen , weil man dadurch 
«cbneller tum Ziele kommt, viel weniger Fehler begebt , und den zu 
tbeilenden Bogen rein erhält. Obgleich nun diese« VerTahren nicht« 
Neues ist, so hielten wir es doch für notbwendig, solches durcb- 
luf&hren, um zu teigen, in wiefem amn sich auf dieses Verfahren 
verlassen kann, 

VII. Tri^ections- Methode 

bei sehr kleinen Winkeln anwendbar. 

Soll irgend ein Winkel z. B. der Winkel A CB (Fig. 48) ge- 

drillelt werden, so verfahre man folgender Massen : Man beschreibe 

tiis dem Sckeilelpunkle C mil einem beliebigen HEdbmesser AC 

den Bogen ABy verlängere dann den einen Schenkel BC über C, 

F/ff. 4S. 



und den andern Schenkel AC über A hinans, mache femer jed^ 
dieser Verlängernngen gleich dem Halbmesser, mit dem der Bogen 
AB beschrieben wurde, so dass AE =s CO >= BC ist, und ver- 
binde dm 60 erhaltenen Punkt £ mit i>, wodurch auf dem Bogen 
■FB das Släck AF =\AB abgeschnitten wird. 

Wir wollen nun sogleich unlersuchen, in wiefern dieses Ver- 
fahren richtig ist. Setzen wir den Halbmesser AC ^ CD ^ i, so 
ist CE = 2; bezeichnen wir ferner den gegebenen Winkel ACB 
mit a, dessen Ergänzungswinkel zu 2R, d. i. DCA mit ß und 
setzen der Kürze wegen CDF'=a:, VED = }/ und jECF«=z, 
so können wir aus diesen Daten die Winkel ;r, y und s bestim- 
men; indem wir in dem Dreiecke CDE die zwei Seiten CD, CE 
wie auch den von ihnen eingeechlossmen Winkel bekannt haben^ 
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und ist der Winkel y gefunden, so haben wir in dem Dreiecke 
CEF die zwei Seiten CF, CE und den der CW g^enüberlie« 
genden Winkel y bekannt.» 

Nehmen wir nun an den Winkel 

u = 15^ 
ßoi8t/J = 180® — 15® = 165**, daher nach der bekannten Formel 

x—tß . x + tß CK — Cl^ 
lang — ^r— = lanff — ^ • 

ß CE^CD 

— CO ang g . ^-^-p— 

= lang 7® 30'. I 

= lang 7® SO'. 0-3833333 

und logtang -— - = log lang 7''30' -f- logO-3333333 ; 

nun ist log lang 7® 30' c= 9-II94291 — 10 
und log 0*3333338 = 0-5228787 — 1 ; 

daher legtang f^ »> 9*6423078 — 1^1 

•der ■> 8-6423078 — 10 ; 

(üescm «itBpricht 2^S0'4(^*9'' 

ibofel ^^ — a*aoM5-9'' 

m» m — fwm 5* l'81-8''. 

Bütiiu or + y «» 14^<9'90''' ist, 

«id dp — y IUP 6 1 81'8 g dfanden wurde, 

W fidgt ^ 2 y «B 9^ 58' 28-2" 

also y = 4^59*14-1". 

Vergleicht man nun diesen Werth' mit dem wahren Werth von 

-, sa finden wir durch Subtractioa. da der wahre Wca*th von 
3 

f = 4° 59' 60' 
3 

und. der gefundene y =?= 4 69 1 41 ist, 

dasa der Unterschied «=p 0** 0' 45-9" ist. 

Da nun CB «» CP ist, 

ao ist or' SS o?, 

lUid da j?' ss= y *|- « ist, 

SO' folgt » *= J?' — y = 9® 59' 45'9", 

wovon 4 59 14*1 (d)ge3sogea, 

gibt » = 5^ 0^31-8''. 
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Es ist daher der Winkel y um 45*9'^ zu klein und der Win- 
kel % um 81*8'^ zu gross. 

Ausserdem, dass der Winkel % einen geringeren Fehler gibt 
ab der Winkel y, ist es auch vortheilhafter denselben als Drittel 
anzunehmen, weil man sonst beim Winkel y erst den Bogen be- 
schreiben müsste, um auf demselben die Sehne abzunehmen. 

Setzt man a «s 30^, so findet man 

y SS 9® 58' 46" 

und % = 10^12' 28''. 

Da nun der wahre Werth von 

I = 9^59' 60" 

und y a=» 9 58 46 ist, 

so ist der Unterschied ■» 0® 6' 14"; 

da femer _ - = 10° ist, 

3 

und Ä = 10 12' 28" gefunden wurde, 

«o folgt^ • — » r= 0°I2'28". 

Es ist daher der Winkel y um 6' 14" zu klein und der Win- 
kel % um 12' 28" zu gross. 

Setzt man a = 45°, so findet man 

y =5 14° 88' 20" 
w — 30° 21' 40" 
und »-es 15° 43' 20". 

Da nun der wahre Werth - = 15° ist, so ist das eine ge- 

fundene Drittel, d. i. ys 14° 38' 20" nach den Construciion um 
21' 40" zu klein und das andere d. L s ss 15° 43' 20 um 43' 20" 
zu gross. 

Man sieht also daraus, dass man diese Methode nur bei kleinen 
Winkeln anwenden kann, wenn man auf Sekunden genau arbeiten will. 

Da wir später den Winkel von 22° 30' brauchen werden , so 
woHen wir auch bei diesem den Fehler< wissen^. 

Sei also a ^ 22° 80', so ist 

y = 7°27'24" 
X = 15' 2' 86" 

% sa 7° 8^^ 12"» » 
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Da nun - = 7*^30' isf, so hat man, 

chi - = 7*^29' 60" gesetzt werden kann, 

und y = 7''27'2l4" gefunden wurde, 

- — y = 0** 2' 36'', 
3 ^ 

also ist y um 2' 86" zu klein; 

da ferner SJ = 7^85' 12" gefunden wurde, 

und - = 7^30' 0" ist, 

3 

so folgt % — ^ =r 0® 5' J 2", also Ä um 5' 12" zu gross. 

Wollte man nach dieser Methode genauer arbeilen , so muss 
der gegebene Winkel zuerst halbirt werden, wobei sich auch der 
Vortheil ergibt, dass man >die Theilungspunkle an der gehörigen 
Stelle erhält, und nicht den Bogen erst aufzutragen braucht, wie 
wir diess sogleich sehen werden. 

Es sei ACB (Fig. 49) der tu theilende Winkel; liian er- 
ganze den gegebenen Bogen zu einem Kreise, verlängere die gege- 

fiff. 49. 
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benen Schenkel über den Scheitelpunkt hinaus bis die Peripherie in 
D und E geschnitten wird, halbire vermittelst der Punkte ^ und ^ 
oder B und E den gegebenen Winkel , verlängere die Halbirungs- 
linie so, dass die Verlängerung GH^CH wird, und verbinde 
den so erhaltenen Punkt Q mit D und E durch Gerade, wodurch 
Am^= mn ^= Bn =:^ lAB näherungsweise erhalten wird. 
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Auf diese An wird 

bei einem Winkel von SO" der Fehler F »■ 0" O'Sl-8" 

. » » «0» , „ F, =0''I2'28" 

, » I. B 90" B „ F, = 0" 45'(20" sein, ' 

wenn der Winkel s, hier «C», genommen wird. 

Wird hingegen der Winkel y, hier CO ff, genommen, so isl 
bei einem Winkel von 30" der Fehler F = 0" 0'46'9" 
" öO" " „ F, = 0" 6' 14" 
„ « » 90" n I, F, =0'*21'40"U. 8. w. 

Viel richtiger wird die Con«tniction, wenn der gegebene Win- 
lel zuerst geviertelt wird, und da wir die Vierlheiinng nach ume- 
rer Art sehr leicht vornehmen können , so kann vermitlelst dersel- 
ben die Dreitheiinng für einen jeden beliebigen Winkel bis 90" fast auf 
Secunden genau verrichtet werden, indem jedes Viertel nnler 90* 
kleiner ist bIb 22" SO', da 90 : 4 «- 22| ist, and bei einem Win- 
kel von 22" 30' nach diesem Verfahren ein Fehler von 2 oder 5 
Hinntai begangen vnrd , je nachdem man den AVinkel y oder % 
nimmt, ohne den gegebenen Winkel zu halbiren. 

Ist nun der Winkel ACB (,Fig. 60) in drei gleiche Tbeile zu 
theilen, fO verfahre man folgender Hassen: 

Ftff. so. Man beschreibe 

ans dem Schei- 
telpunkte C mit 
einem beliebigen 
Radios einenKreis, 

verlängere die 
beiden Schenkel 
über den Schei- 
telpunkte hinaus, 
bis die Peripherie 
in D nnd B' ge- 
schnitten wird, 
theile den Bogen 
A B , vermittelst 
der Punktet und 
D in zwei, und 
die so erhaltene 
Hüfte AO, vermiüelst der Funkle A und p, abeimals in zwei 

M.lUnw.ki, Th^iU-, J.. Wi.ik.l.. 5 
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gleiche Theüe; verlängere dann die Vierlellime CH und CJ über 
die Peripherie hinaus, so dass H K = J t = H C wird , und ver- 
binde zuletzt die so erhaltenen Punkte K und L mit O und B' 
durch Gerade , wodurch arc J Jtf -= M JV = JVB = | -4B erfolgt. 
Denn es ist arc JH — Jj4B, und arc S3f »= £ von ^ von 

i + i = L±A = i==l.ist. 
«-rn 12 11 • 

Wollte man nach diesem Verfahren noch genauer arbeilen, so 
müsßte man den gegebenen Winkel zuerst in 8 gleiche Tbeile 
Iheilen, also folgender Massen verfahren : 

Fig. Sl. Man balbire den gegebenen Win- 

I kel JCB(Pig. 51), und verlängere 
I dieHalbirungBlinieC0bi8£,macbe 
I BF ^ DG ^ \ AB , verlängere 
I CF und CG über die Peripherie 
I hinaus , schneide FH = GJ = 
1 CFab,d.h. gleich dem Halbmesser, 
I mit dem der Bogen oder Kreis 
I beschrieben wurde, und verbinde 
I die so erhaltenen Punkte J and 
H «lit E, wodurch 
arc AK am KL *= LB w^ l AB, 
also auch der Winkel 
ACK = KCL = LCB = ^ACB 
I erfolgt 

Ist nun der zu Iheilende Win- 
kel ACB =z a ^1 20S so wird der Fehler bei der Dreitheilnng der- 
^ige.eein, der bei einem Achtel des gegebenen Winkels begangen 
wird, also = SI'S Secunden u. s. w., weil 120 : 8 ^ 16* ist, 
und .bei einem Winkel von 16° der Fehler = 0''0' 31*8" began- 
g<^ .wird. 

Nach dieser Methode kann man jeden beliebigen Winkel bis 
ISOl* folgender Massen dritteln: 

Man nehme auf dem zu theilenden Bogen AB (Fig. S2) en 
beliebiges Stück als Drittel an und trage solches auf AB drtinial 
auf, wodurch man den Punkt B , und den Bogenrest B D erhalt 
Wird femer von diesem Reste nach dem angegebenen Verfahren 
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der dritte Theil gesucht, ako 'BQ^=i\'BD gemacht und zu dem 
Mher' attgenammeiffn Dtitfel hinzüjgefügt, so erhält man i4 J =3 /// 
^ifl^if sas |ilB Sicherlich auf Secunden genau, wenn das zuerst 
angenommene Drittel nicht zu klein ist« 

Bei diesem Verfahren wird man drei Fälle haben: denn ent- 
weder ist das angenommene Drittel = dem wahren (was übrigens 
selbst bei dem geübtesten Zeichner nur höchst selten der Fall ist), 
oder es ist der angenommene Theil grösser oder kleiner als das 
wahre Drittel. Ist es also kleiner, so verfahre man bei dem Bo- 
genreste wie eben gezeigt wurde; ist es aber grösser, so erhält 
man einen Oberschussbogen , wo dann von demselben das Drittel 
gesucht und von dem angenommenen Drittel abgezogen wird, wo- 
durch man das fragliche Drittel erhält. 

VIII. Trisections-Methode. 

Wie wir aus der vorhergehenden Methode gesehen haben , ist 
y zu klein und % zu gross, um nun einen mittleren Fehler aufzu- 
finden, werden wir hierbei auf folgende Art verfahren: 

Es sei ACB (Fig. 53) der zu theilende Winkel; man hal- 
blre den gegebenen Winkel (indem man BC verlängert, C D =^ BC 
macht und zu der hier nur gedachten Geraden A D durch C 6k CE 
parallel zieht) , tnache EF •^C F ^ verbinde den Punkt E mit D 
durch eine Gerade, errichte in F die F « _L C J5 , welche die D E 
in ö schneidet, und führe dann durch O die mn||CF, wodurch 
man Alf =^\AB erhält. Wird alsdann AH auf AB dreimal 
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aufgetragen, so erhält man wrcAH=sHJt=:jB =? jÄB^ und 
wenn die Punkte IT, J mit C verbunden werden VJiCfl = flCJ 

t=: JOB =: liiCÜ. 

Um die Richtigkeit dieses Verfahrens durch Rechnung zu be- 
gründen, brauchen wir nur die Tangente des Winkels FEQ mit 
dem Sinus des wahren Drittels zu vergleichen, indem durch G die 
mnQ CE gezogen den Punkt H bestimmt, und die Tangente des 
Winkels FEG = sein soll dem Sinus des wahren Drittels von dem 
Winkel ACF. 

Setzen wir nun den Winkel 

A CB = 80^ 
so ist -^ ACF = 15® 

und -^f^FEG = y = 4** 59' 141",nachFig.48,S. 62; 

da nun EF = CF = 1 ist, 

so hat man FG = EF tangFJBGf = tang 4° 59' 14 1", 

daher log FG = log tang 4® 59' 14*1"; 

nun ist 

logtang4®59' 14-1" = 8-9408372 — 10. 

Da also mn || C£, somit die Tangente des Winkels FEG » 
ist dem Sinus des Winkels FCG für einen und denselben Halbmes- 
ser, so kann man sagen 

logsinFCÖ = 8-9408372 — 10. 
Diesem entspricht 5® 0' 22" ; 

also ist der mittelst der Parallelen mn abgeschnittene Bogen FH 
tBsa 5^0' 22"; daher genauer als die früheren Resultate. Bestimmt 
man aus dem obigen den Logarithmus für FG und sucht hiezu 
die entsprechende Zahl, so hat man 
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logFG => 0*9408873 — 2; 
diesem entspricht 008726442, 

also ist FO = 008726442. 

Vergleicht man diesen Werlh mit dem in unserer Rechnung für 
5^ stehenden Werthe, so findet man , dass derselbe bis auf die 6. 
Decimalstelle ganz übereinstimmt. 
Setzen wir den Winkel 

ÄCB t= « =s 60®, 

50 ist -^ACF = 5 = 30®) 

für welchen Fall -^FEG =: y ^^ 9« 68' 46'' 
und F6? CS tang 9® o8' 46'' sein wird^ 

daher ist log F G = log tang 9® 58' 46", 

also auch log sin F C Gf « log tang 9® 58' 46" ; 
nun ist log tang 9^ 58' 46" «. 9-2411185 — 10 

logsinFCÖ s« 9-2416908 — II. 
Diesem entspricht 10® 2' 46-2", 

also ist sin F C ö = 1 0® 2' 46-2". 

Daher ist der gefundene Bogen um 2' 46*2" zu gross , und 
zwar bedeutend richtiger als nach dem früheren Verfahren. 

Setzen wir den Winkel 

ACB = a = 90% 

so ist -^ACF = f =. 45®, 

für welchen Fall -^^^FEQ t=^ y z=i 14®8S'20" ist, 
daher FG = tang 14® 38' 20" 

und logFGf — logtangl4®88'20"; 

also ist log tang 14® 88' 20" = 9-4168099-- 10 
und sinFCG = 9*4169821 — 10. 

Diesem entspricht 15®8'29*7", 

daher ist sin FC 6? = 15® 8' 29-7", 

also um 8'29*7'f zu gross. 

Wird nun auch bei diesem Verfahren der gegebene Winkel 
zuerst geviertelt oder geachtelt, so kann man sicherlich jeden be- 
liebigen Winkel bis 180® auf Secunden genau drittehi. Man wird 
also hierbei auf folgende Art verfahren : 

Man beschreibe mit einem beliebigen Radius AC (Fig. 54) 
einen Kreis und verlängere die beiden Schenkel über den Scheitel« 



punkt hinaus bis zur Peripherie; hslbire dann- den gegebenen Win- 
kel, verlängere die Halbirungslinie CD bis E, halbJre dann vermit- 
telst der Punkte A, B^ E auch die halben Bogen AD und BD, 
PI gj ziehe die Viertel- 

I linie CH und CS, 
verlängere sie , eo 
I dass H£^= HC, 
und ebenso SL = 
I « C wird ; wird 
femer der Punkt 
I f Bit Fl und' der 
Punkt L mit & 
durch Gerade ver- 
I bunden , in B die 
I BmJ_CK und in 
' S die S ( _L CL 
errichtet unddurob 
die DurchschnitlEi 
punkte M and N 
•■ die mn :|C£', so 
wie pq^Ch gezogen, so erhält man die Punkte P^nd.0 , wo- 
durch AP=PQ=' p B = J J fi erfolgt. ;, 

Flg. SS. .. Ist der Winkel bedeutend 

I über 90"; also nahe an 1 80^ 
Ik B. dtitr Wiük<l j4CjB(fig. 
1 B&), 80 verfahre man suT 
I folgende Art: Han suche zh-< 
lerst :die fHalbiniiigslinie C 9^ 
I und .verlängere sie bis E, eudie: 
1 dann die Viertellinien CF, CK, 
I endlich 'euch die Achtellinien 
I Ca,CJi verlHAgere beide eo^ 
I dass jede Verlängerung gleich 
I dem Halbmesser wird, verbinde 
I die so auf den Verlängerungen 
I erhaltenen Punkte mit. dem 
I Punkte £, errichte in J und B 
I Senkrechte d. s. w. wie zuvor. 
' Wie man aus der Zeichnung 
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sieht, fallen die drei Punkte an P und Q so zusammen , dass man sie 
mit freien Augen kaum wahrnehmen kann; woraus folgt, dass die 
Senkrechten und Parallelen nur bei sehr grossen Zeichnungen an- 
gewendet zu werden brauchen. 

IX. Trisections - Methode 

mittelst der Tangente und Sehne. 
Tangenten-Methode. 
Dieses Verfahren wollen wir desshalb Tangenten-Methode nen- 
nen, weil wir jedesmal an den Halbirungspunkt des gegebenen Bo- 
gens zuerst eine Tangente ziehen müssen, mittelst deren wir dann 
die Trisection des gegebenen Winkels Tomehmen. « i 

Es sei A CB (Fig. 56) der zu theilende WfadKeL Man be- 
schreibe aus dessen Scheitelpunkte C mit einem beliebigen Radius 

■ ■ » ■ • 




CD einen Bogen HjB, ziehe die Sehne ED und zu dieser die Tangente F G 
parallel, welche natürlicherweise den gegebenen Bogen in dessen 
Halbirungspunkte berühren muss. Nun theile man diese von den 
Schenkeln des gegebenen Winkels begränzte Tangente in 3 gleiche 
Theile, lege sodann die Sehne DE um deren Endpunkt E in die 
Verlängerung des Schenkels CJE um, indem man aus JE mit II jB 
einen Bogen bis H beschreibt, so dass EH =: DE wird. Wird 
endlich aus dem so erhaltenen Punkte H durch den ersten Thei- 
lungspunkt der Tangente FO eine Gerade bis zu dem Bogen DE 
geführt, so schneidet diese den gegebenen Bogen so, dass das Stück 
EJssr,^DE ist. Der nach diesem Verfahren erhaltene dritte Theil 
ist ebenfalls nur näherungsweise, allein für jeden beliebigen Winkel 
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Fig. 57. 



bis 90" mit einer solchen Genauigkeit, als man sich dies beim 
praktischen Zeichnen nur wünschen kann. 

Wir wollen nun die Richtigkeil dieses Verfahrens durch Rech- 
nung begründen und sehen, inwieferne man sich auf diese Method« 
verlassen kann. 

Nehmen wir an, der gegebene Winkel ACB (Fig. 57) sei 
^= 90**, und wir wollen nach abwärts rechnen ; es sei also nach 
der gegebenen Con- 
I struction EH=i DE 
gemacht, die Tangente 
FCf in drei gleiche 
Theile gelheilt, und 
1 H durch den er- 
sten Theilungspunkt f 
eine Gerade bis J ge- 
zogen. Hier finden wir, 
dass DE, FO, Ol, 
I ferner die Winkel m, 
V bekannt sind, 
I woraus sich dann der 
Winkel z, ferner m und daraus auch der Winkel y finden lässt. 
Setzen wir den Radius 

CE = 1, 
so ist DE = v/a = l-4142l3fie, 

da nun QM =! FM die halbe Seite d&s umschrie- 

benen Quadrates von dem mit dem Halbmesser CM = CE beschrieben 
gedachten Kreise sein mnss, so ist 

MO ^ CE = 1, 
also CM* + ÖM* = CG' 

oder 1* -f- 1* = 'cG^t 

woraus CO = \/% folgt, 

alfo ist auch CO = \/2 « l-414213fi« c= DE\ 

da nun CE =■ I, CO — y/i und EU = DE ^ \/2, 
ferner CH == CE -j- EU ist, 

y) folgt CH = 1 H- \/2 = 2-414213S6; 

ebenso findet man auch GH und EG, denn es ist: 
CG = \/2 = 1-41481366 
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m»d CE = l 

abö CG — CE = EG ^ 1-41421866 — 1 =0*41121356 

und GH ^EH — EG ^ I4142IS56 ~ 0*41421356 — 1. 

Da endlich der Winkel ACB^ 90® ist, so ist «i » n «> 
w -^ % s=s 45®, somit sind alle erforderlichen Stücke zur Berech- 
nung des Werthes von x gefunden worden. 

Um den Winkel % in dem Dreiecke GJH zu finden, haben 
wir die bekannte Formel 

tang (^) = It^I **"S (^) ««^^^«»d«»- 

Da nun GH =1 

und Gl = l von FG und f von (OMss 1) ist, 

so haben wir 0/ = | = 2 :3 = 0-6666666.* . 

da also GH = 1 

und Gl =^ 0-6666666 istj 

so folgt GH ^ Gl ^ V6666666 

und GH — GI^ 0.8833834; 

es ist ferner \ = "^^ - Y " ^^''^^'' 
somit durch Substitution in die betreffende Formel 

IT — « GH-^Gl . IP + » 0-3333334 , ^ ^^-, ^^ 

ans: = . lans: — - — =» . tang 22® 8Ö 

^ 2 GU^Gi ^ % 1-6666666 ^ 

und 

log tang ^-^=^ = log 0*3883884 + log tang 22®80' — log V6666666i 

Nun ist: log tang 22- 30' = 9-6I7224S - 10 1 ^^,^^^^ ^ 

und log 0-3383834 = 05228788 — 1 | ' 

gibt 101401031 — 11 

da femer log 16666666 = 02218487 ist, 

so folgt logtang!^-!!? = 8*9182544— 10. 

Diesem entspricht 4® 44' 8*6"; 

es ist also ^^-^ = 4® 44' 8*"6, 

2 

daher w—%= 9®28'l7-2"- 

Da nun a?-}-» = 44® 59' 60" ist, 

und w — 55 «aa 9® 28' 17*2" gefunden wurde, 

so folgt ft% = 35®31'42*8", 

al?o % = I7®45'51*4". 
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Um ferner den Winkel y zu finden , haben wir in dem Dreiecke 
CJB die Seilen CJ^ CH und den Winkel CHJ » », also zwei 
Seilen und den der kleineren Seile gegenüberliegenden Winkel ge- 
geben, folglich können wir sagen: 
CJ : CH = sin » : sin y, 

CB sin s « , . 

woraus sm y =» — — — ^ folgt ; 

und da CJ ^=3 1 ist, 

so folgt sin |f s= Cfl sin z 

und durch Substitution der Wei^lhe für CH und «, folgt 

siny — 2-41421356 X sin 17** 45' 51-4", 
daher logsiny = log 2*4 142 1356 + logsin 17®45'51-4"; 

iiunistlog2'4142l356 = 8837.755 
und 

log8inl7®45'6r4" = 9*4844445 — 10 
somit logsiny = 9-8672201 — 10. 

Diesem entspricht 47^26' 27*3", 

also ist y = 47®26<87-3". . . 

Da nun hier, wie man aus der Construclion und den gegebe- 
neu Daten sieht, der Ergänzungswinkel zu 180^ zu nehmen ist, 
so ist unser ^ = y' = 180® — ^ y 



also 




y' = 


l— 47 26 27-3 


somit 




y' = 


132" 33' 32-7" 


und da 




2 es 


17 45 51*4, 


so folgt 


y 


+ Z = 


150®19'24*1"> 
179 59 60 f 









welche Summe von 
180® abgezogen, 
gibt Xa = 29® 40' 85-9" 

Da nun der wahre Werth von 

x„ = 29® 69' 60" 
und der annähernde d?« = 29®40<35*9" ist, ., 

so ist der Fehler 

F = Xw — Xa = 0®19'1J41 , d. ;h. es ist der gefundene 
Winkel um 19 Minuten 24 Secunden zu klein. 

Geben wir nun dem Winkel 4 CB irgend einen andern Werth, 
so ist die Auffindung der 2ui: ^rechnung- der Winkel % und # 
nöthigen Bestimmungsstücke etwas schwieriger, allein doch noch 
immer ausführbar. Setzen wir also: 
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^ ACE = 45®, 80 folgt, da m «B m' ». flu e= n' isl, 

A CB 

und ^^ -— = 22'* 30', 

daher GM = CM 180^22*^30', und wegen CM = 1 

GM = lang 22^80' 
und log lang 22® 30' = 9-6172243 — 10, 

also logöM = 0-6172243 — 1- 

Diesem entspricht 0*41421347, 

daher ist QM = 0-41421347. 

Wird nun der für GM gefundene Werlh durch 3 dividirt, 
und der Quotient mit 2 multipllcirt, so erhält man 

fGfJtf « |FG, 
man hat also 0-41421347 : 3 = 0138071 15, 
welcher Quotient mit 2 multiplicirt gibt. 

Gl = 0-2761423. 
Um CG zn finden, haben wir 

GM = CG^inGCM, 

^^ ^^ 

woraus CG ^ . ^^^ , 

sm ßCM^ 
und log CG = logöilf — log sin GCM^ 

worein die entsprechenden Werthe substituirt, gibt sofort : 

log Co = lög0^4l42l347— log sin 22^80'; 
nun ist log 041421847 = 9-6172243 — 10 

und log sin 22® 30' =^ 9^5828397 — 10 

daher log CO = 0*0343846. 

Diesem entspricht . 1-08293, 

daher ist CG = 1-08293. 

Um EH zu finden , haben wir zuerst das E L zu suchen, 
und da auch hier das Dreieck ECL rechtwinkelig ist, ^o folgt: 

EL^ ECsmGCM ?= sinGCM = sin 22® 30', 
daher Iog£ L = log sin 22® 30' ; 
nun ist Iog8in22®80' = 9-5828397— 10, 

also logiBL = 0-5828397 — 1. 

Diesem entspricht 0*8826834 ; 

es ist daher EL =^ 0'3826834. 

Da nun EH =^ 2EL ist, 

so findet man durch Substitution 
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EB = 2 EL =s 2 X 0*8826834 = 7653668, 
also EH = 0-7663668. 

Eben so leicht wird auch GH gefunden, denn es ist 
GH = EH — EG 
und EG = CG — CE = 1-08239 — 1, 

somit EG = 0-08239, 

daher GH =^ 0-7653668 — 0-08239, 

wovon 0*08239 abgezogen, 

gibt GH = 0-6829768. 

Aus den so gefundenen Stücken können wir sofort mittelst 
der bekannten Formel: 

tang (-^) c= ^^-j-^ . tang (-^J = --^-^ cotang - 

den Winkel % finden. 

Ist also GH B» 0*6829768 

und Gl = 02761423, 

so ist GH + Gl s=s 0-9591191 

und GH— Gl = 0-4068345 ; 

ferner ist ^w + » = 67^80', 

also Tjl ^^—= 38^45'; 

welche Werthe in die obige Formel substituirt, gibt sofort: 

/•p — «\ 0*4068345 , ««o^c/ 

tang ( — —- 1 = ^^,^,,^, X lang 33® 45'; 
^ V % J 9591191 ^ ' 

daher 

logtang^^^Wlog 0-4068345 +log tang 33*^45'— logO-9591 191; 



nun ist log lang 33® 45' = 9*8248926 — 10 

lind log0-4068345s=: 0-6094178 — I 



welches 
addirt, 
gibt 10*4343104 — 11 , wovon 

log 9591191 = 0-9818730 — 1 a bgezogen, 

folgt log tang ^!ill^^ = 9-4524374 — 10. 

Diesem entspricht 15® 49' 26". 

Also ist. 

tang?^— ?! = 15® 49' 26", 

somit w — % ^ 31® 88' 52". 
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Da nun w -^ % sa 66^89^60'' 

und tg — g g» 81 88 52 ist, so folgt durch 

Subiraction 2% = 35** 61' 8", 

daher % = 1?®55'84". 

Nun können wir auch den Winkel y' finden, iitdem auch hier 
2 Seiten und der der kleineren Seite gegenüberliegende Winkel ge- 
geben ist, daher: CJ : CR = sin» : siny, 

woraus siny = folgt, 

und wegen C J =» l, 

bat man siny &= CHsin«. 

Substituirt man in diesem Ausdrucke die gefundenen Werthe 
für CM und %, so folgt 

siny =. 1*7658668 sin 17^55' 84'S 
daher logsiny = log 1*7653668 +Iogsin 17^55' 84''; 

nun ist log 1*7658668 = 0*2468349 
und log sin 17® 55' 34" = 9-4880335 — 10 , 
daher log sin y = 9*7360864 — 10. 

Diesem entspricht 82® 54' 46", 

also ist y =s S2®64'45", d. h. ein spitziger Win- 

kel. Allein aus der näheren Betrachtung der gegebenen Daten und 
des Dreieckes CJB folgt, dass man den Nebenwinkel zu nehmen 
hat, also muss das gefundene y von 2A abgezogen werden , somit 
da 2Ä = 179® 59' 60" ist, 

und y SS 32 54 45 gefunden wurde, 

folgt 2 Ä — y = 147® 5' 15", 

also y* =s 147® 5'15", i 

und da z — 17 55 34 , | 

so ist 55 + y' = 166® 0'49", 

und wenn dieser Werth von 2 Ä abgezogen wird, so erhält man x ; 
also da 2ä = 179® 59' 60" 

und 5S -f- y' = 165 49" ist, 

folgt 2ä — (» + y') «s I4®59'11" =Ä J?a = dem ge- 

suchten Winkel annäherungsweise. 

Da also der wahre Werth des ^^,,x„ = 14® 59' 60" 
und der gefundene annähernde "^^a = 14 6^ H >8*> 

so ist der Fehler F = a?^ — a?a = 0® 0' 49"- d. b., 

es ist der nach dieser Construction gefundene Winkel um 49" zu Üein. 



Wird der Winkel ACB = 22' 90', d. i. = ^ genommen, so 

findet man auf die vorgezeichnel« Wdse, dass der Fehler ebenfalls 
nur Secunden beträgt. Somit ist diese Methode als eine äusseret 
genaue anzusehen, so dass jeder Winkel, der über 90", also auch 
nahe an 180" ist, auf Secunden genau gedrittelt werden kann, wenn 
man ihn zuerst viertelt, wie wir diess sogleich sehen werden. 

f'e S8. Es sei der Winkel ACB 

(Fig. 68) der zu Iheilende 
Winkel. Man ziehe in die- 
sem die HalbirungslinieCD, 
verlängere sie über D hin- 
aus, mache DE gleich der 
gedachten Sehne ^ i> des 
halben Winkels , ziehe 
dann zu AD und 0B 
die Tangenten VO und PS 
parallel , Iheile jede d«r- 
seiben in drei gleiche 
Theile und führe aus E 
durch die ersten Theilungspunkte zwei Gerade, so dass der Bogen 
in it und Zi geschnitten wird, wodurch arc^ jr = Kh s £B folgt; 
da hier der Winkel nahe an 180" ist, so ist der Fehler gleich \ Grad. 
Wollte man- nun denselben Winkel genauer eintheilen, d.h. so 
dass der Fehler keine Minuten, also nur Secunden belrägl, so mues 
Flg. S9. man den gegebenen 

j Winkel zuerst in 4 
I gleiche Theile Iheilen 
I unddaher auf folgende 
I Art verfahren. 

Man ziehe zuerst die 
I Halbirungslinie C D 
I (Fig. 59), sodann die 
I Viertellinie CE und 
I CF und verlängere 
I jede derselben über 
1 den Bogen ADB hin- 
I aus : führe alsdann zu 
I drn g<<dachlen 'Sehnen 
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DK und OP parBllele Tangenten £'8und F'S, (heile jede denti- 
ben in 8 gleiche Theile, mache PH = E6^ED=sDF und 
fShre aas den eo erhaltenen Punkten G' und H durch die eraten 
Theüimgspuiikte der Tangente Gerade bis zu dem Bogen ADS, 
wodurch btcAKb^ KJ = JB = lAB erfolgt. 

Auf diese Art kann man jeden beliebigen Winkel bis 180° in 
drei gleiche Theile tbeilen, eo dage der Fehler nur Secunden beträgt. 
Bei dieser Methode kommt, wie wir gesehen haben, nur das 
listig vor, dasa inan die Tangente zuerst Iheilen muss, was aller- 
dings sehr Dnsngenehm ist ; allein auch diesen Uebelstand kann man 
beseitigen, indem man auf folgende Art verfahrt: 

■ Fig^ go. Es sei ACa 

I (Fig. 60) der zu 
I theilende Winkel. 
I Man errichte in 
m beliebigen 
I Punkte Z>deseinen 
I Schenkels CA die 
I Senkrechte DK, 
■ und trage auf die- 
I ser eine beliebige 
I Einheit DI, drei- 
I mal auf; ziehe 
I durch den dritten 
Theilungspunkl (8) die FSH CB so lange bis der Schenkel C^ in 
F geschnitten wird, falle aus P die FQ _\_ BC und ziehe durch 1 
der £ die 1 j] C S bis die P in B geschnitten wird ; beschreibe 
dann aus C mit CO den Bogen GJ^ fälle aus J die JK ±_ BC^' 
trage JK auf ^ C von J aus zweimal auf, und führe aus dem so 
erhaltenen . Punkte M durch H eine Gerade, bis der Bogen J0 in iV 
geschnitten wird, wodurch G If = ^JK mit derselben Genauig- 
keit wie zuvor erhalten wird. 

Man sieht also, dass auf diese Art die Tangente FG sehr leicht 
in drei gleiche Theile getheilt wird. Die Parallele Hl wird gleich- 
zeilig mit Jf 3 gezogen, was jeder Praktiker ohnehin wissen wird. 
Hierbei ist nnr noch das zu bemerken, dass man jedesmal, in- 
dem man die Tangente zieht, zugleich auch den Berfibrungspunkt 
bestimmt, diesen mit dem Scheitelpunkte diirch eine Gerade ver- 
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bindet und auf dieser jene Normale annimmt, worauf die drei Tbeile 
aufgetragen werden, mittelst welchen man die Tangente Ibeilt; man 
wird also in diesem Falte für die Trisection einen . andern IUhUiii 
und Bogen haben als für die Bisection^ allem dies halt.dacli:liKJit 
so lange auf als die. gewöhnliche Eintheilung der betreffenden Tang«friiNI> 



X. Trisections-Methode. 

Sinus-Methode. 



..h 



H 




D 



Diese Methode wollen wir desshalb Sinus -Methode nemei^ 
weil wir mittels des Sinus des Ergänzungswinkels zu 90® did 
Dreitheilung vornehmen. 

Fig, 6i. Es sei iiCB (Fig. 

jP / 61) der zu thei- 

lende Winkel, des- 
.•^ sen Hälfte d.i. der 

"^ Winkel A CE ge- 

drittelt werden soll. 
Man verlängere CE 
über E hinaus, 

mache ED « CE^ 

errichte im Schei- 
telpunkte C eine 
SenkrechteFOjfalle 
vom Punkte A 
die AH normal 
auf CF und ver- 
binde den Punkt H mit D durch eine Gerade, welche den Schen- 
kel AC in J schneidet, wird femer von dem Punkte J die JIT JL 
CE gezogen und halbirt, so lässt sich die Hälfte dieser Normalen, 
JH 

d. i. — auf dem Bogen A E dreimal auftragen mit einem sehr ge- 

ringen Fehler. 

Da diese Methode, wie man aus der Figur sieht , höchst ein- 
fach ist, so dürfte es nicht uninteressant sein, zu untersuchen, in 
wie ferne sie richtig ist. 

Es sei (Fig. 62) der Winkel MBN^ welchen wir Mer Kürze 
wegen mit tp bezeichnen wollen, nach dem gegebenen Verfahren in 
drei gleiche Theile getheilt, so dass arc Jf P = | FH ist ; bei welcher 
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Coutmctionbina' 
AMsl, BC=2 

gesetzt, der Win- 
kel BAD mit « 
und der in m- 
chende d. i. - mit 

x bezeiehnet wird. 

fiebuchtea wir 

SUD zuerst dw 

rechtwinkelige 3eck 



Da nan BCk=2 ist, nach der Conslmction , »nd dB 
•■ein^ fesetti werden kann, iodän JiV|| AM ist, eo hal maa 
durch Sobstilution 




taj. _?? = 



sin 9 



■ I) 



Betntditcn wir jetzt das Dreieck ABO, eo hoben wir 
~^ADB = 180» — I« + (90 — tp)\ 
= ISO' — a _ 90 + 9» 
OS 90" — a -i- ip 
= 90» — C« — 9)). 
Wir können somit folgende Proportion aufstellen : 
AB : BD = sin [90 — (a — y)] ; ein (p; 
da nun AB >» sin 9) 

Und sin [90 — C« — 95)] == cos (a — 91) j;esetzt werden kann, 
so folget sofort 

sin 97 : BD = cos(a — 9)) : sina, 



Woraus 



BD « - 



II) 



CO8 (a — 9) 

Aus der nähern Betrachtung des Dreieckes BDF folgt femer 

VD =• BD siB9>, 

aii^ 'da w'wS^t BO den in 11) gefundenen Werth eetzäi können, 

so fol£t sofort 

ainqj slnie . sin' gi smir sin*» sinir 
■ — «091 = i 



VB = - 



riilkswi 



CO* (a— 9) 



lmiK~-^f) ' 



>* V coiA ^-eiBQi Hna 



8g 

diyidiren wir Zähler und Nenner mit sin 9 sin « , so. erhalten wir 



.5-« 



FD =: 



sm 9 gm« : giny sin« 

cos 9 cos« j^ sin 9 sin« cogy cos« ', 



sin 9 sin « ' sin 9 sin« sin 9 sin « 

Da nun -r— ^ ss cotff a>, und -7-^ ss cotanff« ist, so folfft durch 
sin 9 ° ^' sin « ® ^ 

Substitution 

F/> = . fjli» ; 

cotaiig9 cotang« + 1 

drücken wir in diesem Ausdrucke die im Nenner vorkommende 
cotang« durch die Tangente ans, so ist 

FD = ""y =, ^^ . 

* . 1 , , cotang9 , _ 

cotanga> . U 1 -r — ^-^ + 1 

^^ tang« ' tang« ' 

Da wir nun nach Formell) tans« sa -; — haben, so hat man 

^ ^ sin 9 ' 

-- ^^ sin 9 sin 9 ^_^ sin 9 

cotang9 I cotang9 sin 9 . cotang9 8in9 + 2 

2 ^ 2 "*" 2 

sin 9 

2 sin 9 



cotang 9 sin 9 -h 2 

cos tD 

Setzen wir nun statt der cotang 9 den reciproken Werth -t-^, so 
ist der obige Ausdruck sofort 

2 sin 9 2sin9 

COS9 . , -. cos 9 + 2 

-r-^ Sin O) 4- ^ 
sm 9 

Es ist also 

___ 2 sin 9 j ^^ «in 9 

FD = — - und — • = ^ . 

cos 9 + 2 2 cos 9 + 2 

Dawiraber^FUss chordj? = 2sin- gesetzt haben, so hat man 
femer 

^ . X 1 2sin9 sin 9 

2 sm - = - • ■ 7--- =a ^--, 

Z 2 cos 9 + 2 cos 9 + 2 

woraus 

, X sin 9 „-. 

2 2 (cos 9 + 2) ^ 

Mittels dieser Formel können wir, da sie sich logarithmisch 



9 

3 

sehen, in wie ferne unsere Construction richtig ist. 



behandebi lässt, jeden Werth für unser ^ = a? berechnen, um zu 
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Setzen wir nun g> sa 45®, so haben wir 

eosg? = 0-7071068 

ferner 2 = 2 

somit dos 9? + 2 = 2*7071068; 

min ist log sin 9? s» 9*8494850 — lO 



log 2 - 0-80103001 ^^,^^ ^j^j ^^j 
log 2-707)068 = 0-432d054j 



, 




0*7885854; 


da also log sin 9) s» 9*8494850. — 10 
und log S + log cos C?) + 2) = 0*7335854 


80 folgt 


log 


m% = 9*1159496— 10. 


Diesem entspricht 




7» 80' 16''; 


also ist 




f= 7»80'1»", 


daher 
da nun 




0? = 15® 0'80"; 


80 ist der Fehler 




F = 0® 0' 30^' bei einei 



ist, 



Setzt man den Winkel 9) i» 24^, so findet man mittels unse- 
rer Formel den Fehler F = 0®0'18'4". 

Bei einem Winkel von 60® ist der Fehler F = 0®3'6", und 
bei 90® ist F= 1®2'42". 

Man sieht also, dass der Fehler inuner grösser und grösser 
wird, je grösser der Winkel ist, und dass der Fehler das Maxi- 
mum dann erreicht, wenn (p es 180®, wovon man sich sehr leicht 
überzeugen kann, wenn man das Maximum sucht. 

Obgleich nun der Fehler bei 90® schon bedeutend ist, so ist 
diese Methode dennoch eine vorzügliche, da sie bei einem Winkel 
von 45® den Fehler nur 30" gibt. Wir können daher jeden Win- 
kel bis 90® auf Secunden genau in drei gleiche Theile theilen, 
wenn wir selben zuerst halbiren; und ebenso kann jeder Winkel, 
der über 90® ist^ also bis 180® reicht, auf Secunden genau ge- 
drittelt werden, wenn man ihn zuerst viertelt. 

Wie nun ein Winkel nach dieser Art zuerst halbirt und dann 
gedrittelt wird, haben wir bereits in der ersten Figur dieser Me- 
thode gesehen, was eigentlich nur bei einem Winkel unter 90® ge- 
schehen soll Ist aber der Winkel über 90® z. B. der Winkel 

6» 
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Flg. 83. A CB {Fig. 68), so Iheile man den- 

I selben znersi in vier gleicbe Theile, 
I ziehe die drei Theilungglinien C'ff, 
I CD, CF", verlängere CD über Jl 
I hinfius, so dass DE •= CD wird, 
I fähre dann durch C die Cu normal 
I aur CD und aus F die PO X Cu, 
I Ami verbinde O mit £ durch eine 
I Gerede , welche den Radios CV 
I in H schneidet. Wird endlich aus H 
I die HJ normal auf CJ> g^fOlirt, 
I die HJ in K balbirt, mit dlfeser 
I Hälfte der Bogen A B ans f in Cr 
I und aus F' in K geschnitten, so sind 
I L und M die verlangten Dreithel- 
' lung^punkte des gegebenen Winkelt. 
Anmerkung. Die Punkte L uod # konnefl auch dadurch erhalten ver- 
deo, iodem man fC bis P und FChia ff Yerlängert, JS" — JM 
micitt, »dann aus P äat(A IC und aus ff durch K QcnAa fuhrt. 

XI. Trisections^elhode. 

Dieses Verfahren wollen Wir Segmfinl-Methode neiinfeli, 
weil die Trisection mittels der Eintheilung des auf dem Halb- 
messer erhaltenen Segmentes bewerkstelligei wird. 

Es sei nun ACB (Fig. 64) der zu thbilende Winket Man 
Fig. 94. 





betchrabe aas dm ßdwitalptuikte C m\ eiiem beliebigen )I«lb- 
OMser A C «ipen %tvu , führe daim durch des Scheitelpunkt P 
einen Onrchmes^er ^S «enkrecht auf ACy beschreibe an« deq 
Eodponkten disKs Durchmessers mit dem Radius gleich dinem 
Durchmesser 3 B6gen, welche sich bei F schneiden. Nun wird der 
Puekt F nit dem Punkte B durch eine Gerade Tnbunden , welch« 
von dem Halbmesser CB das Stück CQ abschneideL Wird en4- 
lioh dfeiM Stück in drei gleiche Tbeile getheilt und durch die so 
•rhalteiMB Thtilungapunkle d. i. durch B un4 •'' nm dem Punkte 
F bii xn don zu theüendeu Bogen Gerade geführt, so theilen d|a«4 
im g^egebown Bogen in drei gleiche Theile, so das« 

8rc^£ = KL = LB = ^AB 
wird. Werden ferner auch die Theilungspunkle jr und L mit dem 
Tnnkte C durch Gerade verbunden, so wird auch der gegebeup 
Wkikel nihenmgsweise in drei gleiche Tbeile getbeilt, so daes 

-y.^CJr B> KCL » LCa « lACB 
erfolgt 

Diese Hell)ode ist, wie man aus der Conslniction sieht, sehr 
räifach, zugleich praktisch, Jedoth ist sie bei manchen Winkeln 
■rar auf Hinuten genau. 

Wir wollen nun auch diese Methode durch Rechnung unter- 
Bichen und begründen. 

Setzen wir in der Fig. 65 

AC= CN= l, 
, Flg. es. 
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80 iai DE ssa DF ^= EF = 2 

und CF = \/3 = 1-78205; 

und da CN aa i ist, 

80 folgt FN = 0-7320S. 

Eben so ist ^CFD = 30® 

Diese Werthe bleiben stets constant, während der Winkel be- 
liebig gross angenommen werden kann. 

Geben wir nun dem Winkel A CB = q> nach und nach ver- 
schiedene Werthe, so wird auch das Segment CO, welches jedes- 
mal in drei gleiche Theile getheilt werden muss , verändert ; also 
bald grösser bald kleiner, je nachdem der Winkel q> grösser oder 
kleiner angenommen wird. 

Setzen wir q) vsa 15®, so ist dessen Ergänzungswinkel zu 2 A 
d, i. ^ = 180® — 15® = 165®. 

Da nun in dem Dreiecke BCF die zwei Seiten BC und CF 
bekannt sind , und der von ihnen eingeschlossene Winkel bestimmt 
ist, so haben wir nach der bekannten Formel: 

tanff =s- = tang —1-!- . 

und 

log lang "tili = log tang ^^4^ + log (CF—BC) — log (CF^BC). 

2 2 

Da also CF = 1*73205 

und BC =1 ist^ 

so folgt CF '\' BC = 2*73205 

und CF — BC ^ 0*73205 ; 
ebenso ist 9 «= a -|- /J = 15®, 

und ? = J!L±-? = 7® 30'. 

2 2 

Diese Werthe, in die obige Formel substituirt, geben: 

log lang = log tang 7® 30' -|- log 0'73206 — log 2-78205; 

nun ist logtang7®30' = 9*1194291 — lOl , welches 

und logO-73206 a= 0*8645407 — I j addirt, 

gibt 9*9839698—11, 

hiervon log 2*73205 = 0*4364887 * abgezogen^ 

gibt 9*6474811 — 11, 

daher log tang ^^-^ = 8*5474811 — 10; 

diesem entspricht 2®l'13*2". 



Da abo "^^ = 2^ l'lSl" gefunden wurde, 

so ist • a — ^ «a 4® 2' 16-4"; 

und da a + ^ «» 16® 0' 0" wt, 

so folgt 2« = 19? 2' 26-4" 

und a s= 9® 8 i' 13-2", 

somit /J = 6«28'46-8^ 

Nachdem wir nun den Winkel ß bestimmt haben, so können 
wir auch das Segment CO berechnen, denn es ist 

CO = CFtang/J a» 1 ♦78206 fang 5® 28' 468" 
und log Co — log 1*78206 + log 6® 28' 46-8"; 
nun ist log 1*73206 a 2386606 ), welches 



-..' 



und log lang 6® 28' 46-8" «» 8-9819684— 10 } addirt, 

gibt 9-2206189 — 10, 

daher log CO » 0*2206189 — 1; 

diesem entspricht 0*1661671, also ist CO = 0-1661671* 

Man kann also jetzt jeden von den 8 Winkeln x^ y^ % berechnen. 

Dividiren wir das Segment CO durch 8, so erhalten wir 

\CO = 0-06638670 t=z CJ = JH ^ HO. 

„ , ^ •*•/»/ ^^ 0-1107714 

Man hat somit: tang/J' = ^ = jt^j^jj^- 

und tang/J" = ^«?:?^!!?!? 

^'^ CF 173206 

daher log tang ß' ss log 0ai07714 — log 1*73206 ; 

mm ist log 0-1 107714 = 0^0444277— 1 

oder = 1-0444277— 2, 

wovon log 1*78206 gg 0*2386606 abgezogen, 

gibt 0*8068672— 2; 

man hat also log tang/}' = 8*8068672— 10, 

diesem entspricht 8^ 89' 38*6", 

es ist daher /J' = 8" 89' 83* 6". 

Um /}" zu finden, hat man aus der obigen Gleichung 

log tang ß" SS log 0*0663867 — log 1*78206 ; 
nun ist log 0*668867 s» 0*7433977 — 2 

und log 1*73206 es 0*2386606; 

daher die Differenz = 0*6048872 — 2 ; 

also ist log tang/}'' ss 8*6048872 — 10; 

diesem entspricht 1^49' 68*4", 

folglich ist /J" »= l<>49'68*4". 
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Da nun ß' und ß^' gefunden sind, so kann man auch sehr 
leicht die Winkel a' und a'^ berechnen, denn es ist: 

KC : CF = sin/J" : sina" 
und LC : CF =s sin/J' : sin«', 

woraus sin«'' =« — '^ = CFsinß" 

und sina' = ^^^^ = CF sin/J' folgt; 

substiluirt man in diesen Gleichungen die obigen Werthe, so hat 

man sofort : a" ^ 1*78205 • sin 1^49' 58*4" 

und «' ^ 1-73205. sin 3^39' 88-6", 

dah«^ log sin a" « log 1*73205 -f logsin 1®49' 58-4"; 

nun ist log 1*78205 ^ 0*238d<^5 

und logsin 1^49' 58-4' « 8*S048372 — 10 

daher log sin a^ t» 8-7483977 — 10; 

diesem entspricht 8^10^29", 

also ist a" « 8®10'29-9"y 

und da /J" « l'^4»'&8'4-^^ ist, 

so folgt «" + /S" =« 6" 0'28 8"; : 

da also a? = a" -f ß'' *= 5^ 0'28-8" gefunden' wurde, 

und ^ = — - s=r 5" 0' 0" als der wahre Werth ist, 

3 3 

so ist der nach dieser Conslruction begangene Fehler 

jr Ä* 0^ a^28-8''. 

Auf eben diese Art findet man auch a'; denn es ist nibQh der 
obaufgestellten Gleichung 

logsin«' öa log 1*73206 -I- Iogsin8®39'88-6r"- . 
nun ist log 1-78205 «a 0-2885605 \ ., ,,. ; 

und log sin 8<> 89' 88-5" t« 8>8058672 - lO f w«*^*"^» «^^>^^» 
gibt logsin«' » 9-0444277 — 10; 

diesem entspricht 6® 21' 35-2", 

also ist «' =» 6^ 21' 85-2"; 

und da jS' «s 8^89' 88-5" ist, 

so folgt 

«' + /J' = 0? + y «= 10« 1' 8-7''. 
Zieht man nun von 

IT + y eas 10® 0'68-7" 
den Werth jr =9» 5^ 0'23-8" ab, 

so folgt y :iS2 5«^ 0'45-4"; 



rito ist bei y der FiUer 

Ziehen wir femrr s 4* y t"" « + y + » =* 
Ugt, da ar + S + S =3 14« 6»' 60" = ip 
und Ä! ~|- Jf = 10° I' 8-?" ist, 

der Winkel % = 4" 68' 6 13". 

Wir haben somit: 



und 
daher 



5» O'iSS" 
5» O'ii-i" 
4"68'61'8" 



« + y-J-at — 15" 0' 0". 

Htm sieht also daraus, dass der erste Theil des Bo^ns, von 
A angefangen, d.i. AK am richtigsten ist, wovon man sich jedes- 
g»l durch Rechnung nberzengen kann. 

Ans diesem folgt nun, dass man jeden beliebigen Winkel auch 
nach dieser Methode bis 90" auf Secunden genau in drei gleiche 
Theile Iheilen kann, wenn man ihn nach Bedarf zuerst in zwei oder 
in vier gleiche Theile gelheill hat. 

Ist also 2. B. der Winkel ACB (Fig. 66) zuerst in 4 gleiche 
Theil« getheilt , so verbinde man die Punkte J und K mit 0, theile 
Flff. 00. 




das hierdurch erhaltene Segment hU in drei gleiche Theile, ßihre 
durch 1 and 2 bis zu den Punkten m und n Gerade, wodurch 



Dm^Dnt=^iDJ'=»\DK^iAD = iBD^iiAB erfolgt 
Um zuletzt die Punkte N und P zu erhalten , braucht man nur 
Pm :bs Dm und Nn es Dn zu machen und es wird daher 

AN =^ NP = PB msj^ lAB 

auf Secunden genau erfolgen. 

XII. Trisections-Methode* 

Dieses Verfahren wollen wir aus dem Grunde Quadranten- 
Methode nennen, weil wir mittels des mit dem Segmente be- 
schriebenen Quadranten die Dreitheilung vornehmen. 

Es sei ACB (Fig. 67) der zu theilende Winkel; man beschreibe 
aus C mit einem beliebigen Radius einen Kreis, führe dann durch 

Ftg. 67. 

TP 




-f-F 



\ 



\ 



X 



/ 



/ 



\ 



/ 



-^ 



JS 

den Scheitelpunkt C auf den einen Schenkel einen senkrechten Durch- 
messer, hier DE ^AC in 0, beschreibe aus D und E mit dem 
RadiuJB gleich dem Durchmesser DE die Bögen DF und EF 
(oder was dasselbe ist, man verlängere den Schenkel AC und 
durchschneide die Verlängerung aus E mit HJS;); nun wird der so 
erhaltene Punkt F mit B durch eine Gerade verbunden, sodann mit 
dem Segmente CO aus der Viertelkreis OB beschrieben, und 
aus O mit demselben Radius in J geschnitten, oder in drd gleiche 
Theile getheilt. Ein solcher Theil lässt sich also auf dem gegebe- 
nen Bogen mit einer ausserordentlichen Genauigkeit dreimal auf- 
tragen. 



n 

Wir wollen nun dieses VerfAhrm nflher' milenuchen. 
Bei der nÄheren Betracbtong dieser Conetniclion sehen wir, 
diu das Segment CO (Fig. 68) eine veribiderUelie (variable) Grösse 
F/ff. 98. 



iA, während der Winkel HCJ, dessen Sehne gleich der Sehne des 
Ailten Theiles des gegebenen Winkels sein. soll, stets ungeSndert 
'(constant) bleibt. Wir brauchen also nar das Segment CO zu be- 
stiinmen, so lässl sich auch die Sehne HJ sehr leicht finden. 

Bekanntlich lägst sich der rechte Winkel mathematisch genau 
m drei gleiche Theile Iheilen; es soll sich daher auch jeder Win- 
kel äeslD genauer (heilen lassen, je näher er an 90° ift, und um- 
gekehrt, je kleiner der Winkel , desto grosser soll der Fehler sein. 

Setzen wir der Kürze wegen den Halbmesser it C ^ 1, so 
ist CF B \/8 B I-78206, und da diese Grösse bei jedem Winket 
constant bleibt, so können wir somit jedesmal den Winkel JlfY7 •« J) 
und das Segment CO, welches veränderlich ist^ berechnen, wenp 
wir dem Winkel ACB=tp nach und nach verschiedene Werthe geben. 

Ist der Winkel 9 = R sa 90", so wird das Segment CD^a 
AC^l, und dann ist die Theilung des Winkels mathematisch 
richtig ; ist der Winkel tp = 0, &q wird auch das Segment CG ^ 0. 

Nehmen wir nun den zu theilenden Winkel tp = 60° an, so 
ist dessen Ergänzungswinkel zu 2jR d. i. der Winkel f = 120**; 
wir haben somit, wie die Figur zeigt , zwei Seiten d. i. BC und 
CF, wie auch den von ihnen eingeschlossenen Winkel d. i. BCF 
^i> gegeben, und man hat daher nach der hierrür bekannten 
Formel : * 

tang P « (ang—t. -— - .... 1); 
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da nun CF mm 1*7820508 

und AC = 1 ist, 

80 folgt CF + BC ^ 2*7820508 

und CF — BC = 0*7820508 ; welche Werthe in die obige 

Formel I) «obstituirt, gibt: 

• % "^^ % 2*7110608 

Da «m die L&iien CF und Ji C bei jedem WinM vennöge 
der Conatmction vligeindert bleiben, so wird auoli ihr Wertb stets 
im oonstanten Teriilltuisae sein. Verrieblet man nun bi^r die an- 
gezeigte Division, ao gehl dii» obige Formel in die naebfolgende Aber : 

lang !L^ «» tang ?-±i . 0-2679118 ... II) ; 

ist nun 9 «• « -f- /! ars 60* angenommen, 

80 folgt I « «L+i ^ 30«; 

daier tang Uli = tang SO» x 0-2679618 

und logtang ^ «» logtang SO'* -|- log 0*267951 8 ; 

nun ist log tang 80« = 9*7614394 - 10/ ^^,^^^^ ^^^^^ 
und log 0-2679518 = 04280567 — 1 ( 

gibt « 10*1894961 — II, 

also log tang ?^^ = 9*1894961 —10; 

diesem entspricht 8<* 47' 38-6''. 

Es ist somit ^LzJ « 8« 47' 38 6", 

2 

folglich a — ß == 17^35' 17-2"; 

da also « + /J — 59^ 59' 60" 

und a _ /J = 17® 35' 17-2" ist, 

so folgt durch Sqbtraction : 

2ß — 42^24' 42-8", 
daher ß = 2l'*l2'2r4". 

Da nun jetzt der Winkel ß bekannt ist , so kann man sehr 
leicht auch das Segment CO berechnen, denn es ist: 

CO = CFtang/J 

p= 1-7320508 . tang 21° 12' 21*4", 
daher log CO ^ log 1*7320^08 + log lang 21^' I2'2r4": 
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nun ist Iogr7320508-0-2885M6 J, welche, addirt, 

undlogtang21®12'21-4'' — 9>58869li — 10 [' ' 

gibt tm 9-8273864 — 10 ( 

daher log CO «=» 0*8278864 — 1, 

diesem entspricht 0*6720249. 

Es ist also CG » 0*6720249. 

Nun kann man auch die Sehne HJ berechnen, indem nach 
der Construction CH^sCJt^CQ gemacht wird, nni der Win- 
kel HCJ stets der dritte Theil des rechten Winkeis BCG bleibt^ 
also ■■ 30^ ist. Setzen wir nun den halben Wiidiel von HCl 
i.u BCL MM 19, so hat man 

BL = HC sintr; 
und da HC^^CJtasCO nach der Construction ist, so kann man 
den dafür gefundenen Werth substituiren, und hat somit 

HL as 0*6730249 sin 16^, 
daher log HL » feg 0*6720249 -f log sin 15^; 



welches addirt, 



nun ist log 0*6720249 « 0*8278864— I 
und log sin 15® = 9*4129962 — 10 

gibt «8 10-2403816 — II, 

folglich logflL « 0*2403816— 1; 

diesem entspricht 0*17392284, 

es ist daber irXr = 0^7392284; 

iolgiich iet 

^H t^ 2BL ^ 0S4784568 
der gefundene Werth der auf dem Bogen A B aufzutragenden Seb»^ 

Um nun zu wissen, in wieferne diese Sehne mit der Sehne 
des dritten Theiles des gegebenen Winkels übereinstimmt, müssen 
wir auch diese berechnen. 

Da also V i4CB = 9 a=s 60® angenommen wurde, so ist 
\ACB = lg) = iO^., halbirt man mn At in Üf, so ist lÄCI^ 



ty-lO». 


Man hat demnach 




AM e= ^C sin 10® 


und wegen 


i4C = 1 


folgt 


AM ^ sin 10®, 


daher 


logilüf -s logsinlO®; 


Min ist 


logsin 10® t= 9-2396702 — 10, 


folglich 


WgAM «= O2306762 — 1 ; 


diesem ehtÄpfWht 0- 173648, 
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folglich ist AM = 0« 178648, 

somit AI = 2 AM = 0847296, 
und da HJs=s2AL=i 0*847845 gefunden wurde, 
so folgt der Fehler ^ = — 0000549; 

also ist die Sehne HJ verglichen mit der Drittelsehne des gege- 
benen Winkels um 0*000549 zu gross. 

Setzt man 9 =a 30^, so findet man auf ähnliche Art 
AI ^ 2 AM = 0174311 
und HJ ^2AL « 0172545, 

somit ist der Fehler F ns 0*001766; 

also ist die für diesen Fall nach der Construction erhaltene Sehne 
um 0*001766 zu klein. 

Setzt man <p ?== 80® so, erhält man ebenso 
AI = 2AM » 0*4612816 
und HJ = 2AL = 0*4633207, 

daher der Fehler F = 0*0020891 ; 

also ist die für diesen Fall nach der Construction erfolgte Sehne 
um 0*0020891 zu gross. 

Bei diesem Verfahren lässt sich ebenso eine einfache Formel 
für die Berechnung der Winkel aufstellen« 

Setzt man den Halbmesser ^C, mit dem der Bogen für den 
gegebenen Winkel beschrieben wurde , es A «a i , und den Halb- 
messer für den Trisections-Quadranten d. i. das Segment C O = r, 
so hat man, wenn der zu suchende Winkel als Drittel mit x be— 
^ichnet wird: 

r . 2sinl5 = 2sin- , 

* 

daher sin- ^=» r. sin 15® .... 1) 

2 ^ 

Setzt man ferner CF = n, CE = 1 und CG =» r, so 

hat man: 

a = chordl20® = V^— 1 8=3^/3= 1*7320508 

und ebenso 

sin 15® =» |chord30® = J (v/6 — v/2) = 0*2588190, 
welche Werthe für jeden beliebigen Winkel constant bleiben. 

Ist nun , wie zuvor , der gegebene Winkel s= q> und der von 
der Verlängerung der AC und von der Transversalen BF gebildete 
Winkel = ß gesetzt, so hat m«i in dem Dreiecke BCFi 
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»iaß : 8in[(180<>— /O— ISO**— ^] ^ 1 t a, 

1 

welches abgekürzt, gibt 

sin/f :Bm(q> — /J) ss i : n; 
diyidirt man hier den vor dem Gleichheitszeichen stehenden Ans- 
drock durch sin/}, so folgt: 

1 : 8in9> cotang/} -^ cos9> ^* 1 : a, 
woraus 

a BS 8in9> cotang/} — CO89 
und hieraus 

a + coaqt • ZI r • * 





sin 9 




\j%ßiau^^ i\ 


oder 


- 








sin 9 


- 


1 




a -(- cos 9 


cotang ß ^ 


und da 










1 


= 


tang/} ist, 




cotang ß 


80 hat 


man femer 








iannr A 




sin9 



11) 



*"^ H 4* cos 9 

Betrachtet man jetzt das rechtwinklige Dreieck CÖJP, so 
findet man: 

r SS a tang /} , 

Worein der Werth für tang/} aus II) substituirt, gibt: 

sin 9 ---^ 

a -f* cos 9 
Substituirt man nun den für r gefundenen Werth in die For- 
mel I), so folgt: 

. X ii.sin9 . ,_|| 

sm- = — : 2L . 6ml5^ 

2 a + cos 9 

oder 

, X a • sin 15^ . sin 9 .». 

sm- = ; .•.!¥) 

2 n 4- cos 9 

und da nach dieser Construction der Werth für a so wie für sin 15^ 
stets constant bleibt, so hat man durch gehörige Substitution dieser 
Werthe in den letzten Ausdruck 

. X 1*7320508 . 0-2588190 . sin 9 

sm - »=s , ; 

2 + cos 9 ' 

multiplicirt man zuletzt die 2 Zahlen des Zählers miteinander, so 
folgt endlich: 
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. X _ 0*4488876 «iny ^ 

^^"ä ~ 1 7320608 + cos 9 * ' * ) 

ab eine Formel für die leichtere Berechnung des fraglichen Drit- 
tels eines jeden beliebigen Winkels, zumal da sich diese Formel 
sehr leicht logarithmisch behandeln lässt; denn es ist: 

logsin- = log 0-4481876 +Iogslny — logO'^SlOöOS-t-cosy). 

Bevor wir nach dieser Formel rechneB, wollen wir uns zuerst 
überzeugen, ob sie für den Winkel tp s= 90^ ganz richtig ist. Bs 
ist die Seite 

a = chord 1 20^ =» >/8 , 
ferner sin 16® = | chord 30« b \ (v/6 — v/2) ; 

da nun für tp = 90°, sin 9) = 1 und cos ^ = ist , so hat man 
durch Substitution dieser Werthe in die Formel IV): 

. X a . sinlö* . sie 9 >/3 . i (>/6 — >/2) . 1 

sm ■= ' s=s !^-^- — - — 

2 a + C0S9 >/3 + 

= -^^^^^^^=^ = J (n/6 - \/2); 

daher sina? =« J (v/6 — \/2); 
«B ist aber nach der Trigonometrie 

i C>/6 — \/2) = chord 30^ 
somit ist diese Formel ganz richt%. 

Nimmt man nun q> = 46« an, so hat man: 

COS45« = 0*7071068 
hiezu 1 '7320508 addirt, 

gibt 2 4391676, 

daher log sin - = log 0*448287« + log sin 46« — log 2-4391576; 

nun ist Iog0*4482876 = 0-6616667— \\ 

und log sin 45« = 9-8494^60 - IQ ^^^'^»^^ «^^^' 

gibt 9 5010417 — 10, 

wovon k)g2.439IS76 = 0'3872899 abgezogen, 

gibt log sin? = 9-1188013 — 10; 

diesem enU^pricht 7*28' 2". 

Man hat somit f «» 7«28'2'S 

2 

daher * -= 14«56'4'^ 
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da tbö der wabte Werth ffir den dritten Thefl von ip, abo 

und a? SS 14^ S 6^ if' gefunden wurde^ so ist der 

Fehler F =» 0« 8' 66''. 

Um diesen Fehler im Längenmasse des Bogens ttk bestimmen, 
hat mah, i/venn der Halbmesset s» 1 gesetzt wird, 

für arc8' -" 000087266, 
, für arc 56'' = 000027150, 
daher für arc 8' 56" = 0*00114416, 

daher der Fehler im Längenmasse des Bogens 

Es ist also der Bogen des gefundenen Winkels um j^^ zu 
klein. Sucht man nun auch die Sehne für den gefundenen Winkel, 
80 hat man: 

fli|» SS 4110 . sin 7^ 28' 2" 
und \ogmp = log sin 7^28' 2"; 

nun ist log7*^28'2" — 91188018 — 10, 
daher \ogmp ^ 0*1138018— 1: 

diesem entspricht 01299763; 

es ist somit mp = 0*1299768, 

daher 2mp = 0*2599526 

und da. chordl5® = 0*2610524 

und 2m|» == 0*259 9526 ist, 

80 folgt F =« 00010998 

oder F = tööö* 

Nach dieser Formel kann man also sehr leicht den Werth für 

jedes fragliche Drittel eines gegebenen Winkels berechnen. 

Rechnet man nun nach dieser Formel deii Werth von x für 

alle Winkel von 5 zu 5 Grade bis 96, so findet man, ivenii man 

den Fehler mit P bezeichnet, folgende Resultate und Fehler: 

aber F = 0® 1 ' 82'' 

» = 0<'2'5g*6" 

F =i 0*^4' 14" 

^ *• = 0^5' 13-6'* 

„ F = 0**5'82" 

„ F = 0°6' 4-6" 

„ F = 0'*5'52" 

Vialkowski, Theitunf da* Winkel*. 7 
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4**5Ö'46" 


fi 


9 — 


20» 


» 
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26" 
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8^14' 8" 
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30" 


ff 
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9^58' 55*4" 


7t 
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36" 
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11*^34' 8" 
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Für 9 » 40<* ist a? «^ IS® 14' 50" daher ? «» 0*? 6' 10" 

„ 9 = 4ö® „57-= 14*^66' 4" „ F == 0" 3' 56" 

„ 9) = 50** „ J? = 16^37' 42-8'' „ F = O** 2' 1 7'2" 

„ 9 = 65® n a? = 18® 19' 42-8" „ F = 0® 0' 17*2" 

„ 9 = 60® „ j? = 20® 1'58" „ F = — 0^ 1'58" 

„ 9 = 65® „ 07 = 21®44'i5-4" „ F = — 0® 4' 154" 

„ 9? = 70® n ^ = 23®26'13 4" ;, F = ~ 0® 6' 131" 

^ 9 = 75® n ^ = 25®10'59-6" „ F = — 0®I0'59'6" 

„ 9 == 80® „ Ä? = 26® 46' 28-4" „ F = — 0® 6' 284" 

„ ^«85^ ^ J? = 28®25'14" „ F = — 0® 5' 14" 

„ 9? = 90® „ J? =::: 80® 0' 0" „ F = 

Aus dieser scheinatischen Darstellung der berechneten x , so 
wie der Fehler sieht man nun leicht ein^ dass die Fehler nicht 
so wie bei manchen der vorhergehenden Methoden immer wachsen, 
oder grösser werden, je grösser der Winkel angenommen wird, 
sondern dass für die Winkel von 0® bis 90® zwei Maxima und drei 
Minima stattfinden. Denn es ist für 97 = auch o? ■= , somit 
auch F = ; für 9 s= 90® ist die Construction mathematisch 
richtig, indem das Segment gleich dem Halbmesser wird, und da- 
her der Hilfsbogen mit dem des gegebenen von dem rechten Win- 
kel zusammenfällt. 

Was das .mittlere Minimum betrifft, so ist es nicht gerade bei 
dem Winkel 9 = 55®, sondern ungefähr bei dem Winkel 55® 40'. 
Man findet also: für q> = 55® 40', x = 18® 33' 21-6", welches mit 
dem wahren Drittel ganz übereinstimmt, sobald 1*6 Sekunden nicht 
berücksichtigt werden. 

Was die zwei Maxima betrifft, so ist das eine davon bei dem 
Winkel q> = 30® und das andere bei dem Winkel q) = 75®. Letz- 
teres ist wohl bedeutend gross; dessen ungeachtet ist diese Me- 
thode als eine äusserst interessante und höchst praktische anzuse- 
hen, zumal da sie höchst einfach ist und eine für die Praxis hin- 
längUche Genauigkeit gewährt. 

Drückt man die zuvor gefundenen Fehler im Längenmasse des 
Bogens aus, so hat man, wie folgt : 
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Beim > 
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ff 
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Aus dieser Darstellung sieht man, dass die Fehler im Allge-' 
meinen von der dritten Dezimalstelle anfangen^ also nur Tausendstel 
sind; und selbst das zweite grössere Maximum nur yoo9 ™ ^^^'^ 
genmasse des Bogens beträgt. Nimmt man nun den Halbmesser so 
gross an, dass der ihm entsprechende Bogen ungefähr s=s ß Zoll 
natürlicher Grösse ist, so kann man dann sehr leicht erkennen, wie 
gross der hierdurch begangene Fehler ist. Es ist nämlich ^i^ von 
6'' = der Dicke eines feinen Striches , wovon man sich aus jedem 
gut gearbeiteten Transversalmassstabe überzeugen kann; somit wäre 
für diesen Fall der Fehler, d. i. jö'öö = ^^^ ^^^1^® ^^^ 8 feinen 
Striche; da aber solche Zeichnungen in der Praxis nur selten vor- 
kommen, so ist dieses Verfahren gewiss ein praktisch richtiges und 
genaues, aber auch für die Wissenschaft im Allgemeinen sehr em- 
pfehlbar. 

XIII. Trisections-Methode« 

Diese Method« ist höchst einfach und gewährt für alle Win- 
kel bis 90® eine ausserordentliche Genauigkeit; sie besteht in 
Folgendem : 

Es sei il OB (Fig.69 ) der zu theilende Winkel; man be- 
schreibe mit dem Halbmesser A O aus dem Scheitelpunkte O die- 




1^ V%*eb tteM 
I Krrfi, WrUngen 
deta :Sf4ienkel AO 
I über O fcüiaiu bis 
I die Perifberi» bei 
I C^cftchnitteii vird ; 
I bcM^reAe 4uin 
I ans C wäX dem- 
I selben Rftdins tber- 
I msls einen Snis, 
I ziebe Ns^emRonk- 
te B duMh C. eine 
Gerade %\t, dia Periphirie des zweiten lüvieeg bei Ji ^M^itäten irird, 
und verbinde jden so erfolgten funkt 30 ait A jJurch äa» Gertde, 
so erhält Hisn daeStüc^ C£, welches sich mit einer ausaerordenU 
lichen Genanigkeit »itf dem Bogen A B dreiiital auRragen lasst. 
Diese Genanigkeft t)«ruhet auf folgendem : 
Wird aus «lem ^uikte D durdi den Mittelpunkt die Ge- 
rade D Q gezogen , eo tbeüt diese 4m gegebenen Winkel in zwei 
urgiejchfi Winkel, wovon einer stets kleiner uad der ander« grös- 
ser ist; der grössere wird stets jiach diesem Verfahren malhenui- 
tiscb genau in drei gleiche TheiHe geth&ilt; denn «s ist 

nod- da # =■ d' i=e y -f- f' 

99 folgt ^ = y + i' + )'' — y + y + y 

Boiiäl ß =^ 8y 

folglich ist y = Z. 

Wird also der Bogen CFe=CF' wf dem ß(^en BG auf- 
getragen , so muss er notbwendiger Weise auf B O dreimal genau 
enthalten sein ; hingegen ist der Bogen £F in dem Bogen AO ma 
näherungsweise Smal enthalten, und zwar ist der Bogen fP immer 
kleiner als das wahre Drittel von AO; doch wird dieser Fehler 
ausgeglichen, wem man den Bogen CE auf dem Bogen A B aufträgt. 

Bei einem Winkel, der über SO* ist, wird dieser Fehler be- 
deutend, welchen man auf folgende Art verbessert. 

Es sei AOB (Fig. 70) der zo theilende Winkel, wdcher 
mehr als 90" hat; man mache die Constmotian wie savor und 
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teicbreibe überdies aus dem PiuikU D- mit dem Halbmesser B C 
einen Bogen Cu, welcher die Al> bei E* eclueldet ; wird nun CB 
wl AB aufgeUagen , so findet mau ihn zu klein; wird hingegßn 
CE' auf A'B aufgetragen , so findet man ihn um eben w viel za 
{ro88,£omit wird das Drittel ein arithmetisches Mittel zwischen beiden 
lein;, man findet daher amiäheruDgsweJse den dettten Theil deB> Bo- 
gßtts AB, indem man den Bogen CE auf Cf von* C aus auf- 
tragt, und den so erfolgten Rest balbirt, wodurch Cn^ -AB 
g^fiiBden wird. 

Man ktHin übrigens hierbei aach so verfahren , dasa man deo 
Winkel AOO auf das mathematisch richtige Verfahren reducirh 
Man zieht nämlich die Gerade CC J^BOy so dass DO in U 
balbirt wird, beschreibt aus mit DH' den Bogen JK, zieht 
die Gerade DJ, so lesst sich HB" a«f JK dreimal auftragen, 
wodurch also auch A6 in drei gleiche Theile getheilt, und der 
Eebler auf ein Minimum reduztrt wird. 

XIV. Triaertions-Metfaod'e. 

Diese Methode gesahieht mUtris- des Auftragen» einer beliobr- 
(en Einheit wif dem Schenkel desr gegebenen Wiokels>,> miUels eines 
SubEtitution^bogene, wesshalb aie SubstiLutions-HethO'de gie- 
nannt wird. 



Fig. 7t. 
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Man trage auf einer Geraden Mu (Fig. 71) ein beliebiges 
Stück Mi 9inal auf, beschreibe aus M mit AM=^M6 den einen 
Kreis und aus dem Punkte 2 mit dem Radius D2 gleich 7 solchen 
Theilen einen zweiten Kreis, welcher der Trisectionskreis für den 
gegebenen Bogen ist. 

Soll nun mittels dieses Kreises die Dreitheilung irgend eines 
Winkels, hier des Winkels -4 MC, vorgenommen werden, so braucht 
man nur auf dem Trisectionskreise vom Punkte D aus die Sehne 
des gegebenen Winkels aufzutragen , hier DE s= AC zu machen, 
und den hierdurch erhaltenen Punkt E mit dem Scheitelpunkte M 
des gegebenen Winkels zu verbinden, wodurch auf dem ersten 
Kreise der dritte Theil des Bogens, hier CF = ^AC, und der 
Winkel FMC= lAMC abgeschnitten wird. 

Dieses Verfahren gilt jedoch nur für jeden Winkel bis 90®; 
wollte man aber nach dieser Methode die Eintheilung der Winkel 
vornehmen, die über 90^ und nahe an 180^ sind, so muss auf dem 
Trisectionskreise die halbe Sehne des gegebenen Winkels vom 
Punkte D aus aufgetragen werden. 

So ist für den Winkel AMB die HE = i4C«= der halben 
Sehne dieses Winkels gemacht worden und die EM gezogen, wo- 
durch man ilF als den dritten Theil des für diesen Winkel aus M 
piit AM beschriebenen Bogens erhält. 



In wie ferne dieses Verfahren riclitig igt, kann man sich auf 
die nachfolgende Art durch Rechnung fiberzeugen. 

Selzt man den Halbmeeser des aus M (Fig. ^2) mit A M be- 
sckriebenen Kreises , abo AM ^ i , su hat man , da ^ Sf hier 
Fiff. 7t. 



1 Theile , A D aber 3 solcher Theile nach der Congtruction bat, 
(iord AB (für den Halbmesser AM = 1) *=» chord DE (fflr 
den Halbmesser D») oder DC'=AC-\'AD^ 1 +^. Gibt man 
ferner dem zu theilenden Winkel , hier dem V AMB '=: V), nach 
nnd nach verschiedene Wertbe , sa kann man auch jedesmal für 
den Winkel x den Werth bestimmen , also für jeden Wertb von w 
das fragliche Drittel berechnen ; denn es sind, wenn man den Punkt 
f mit E durch eine Gerade verbindet, in dem Dreicke ECH die 

2 Seiten EC und CH, so wie der von ihnen eingeschlossene Win- 
kel ECM als bekannt anzusehen. 

Nimmt man nun den gegebenen Winkel z. B. 30** an , so ifit 
die halbe Sehne oder 

ichordMB = J.Msinl5*; 
und wegen AM ■= 1 

iA^ |chord^B — »inl5° 

oder- JP =■ ein 15°, 

daher log ^ F = log sin 15"; 

nun ist logsin 15" = 9'412ff962 — 10, 

daher log JF ^ 0-4129962 — 1 ; 

diesem entspricht 0-258819, 

daher 2AF= chord JB — 0-258819X2 = 0-517688. 

Da femer DE'=AB isl (nach der Conslmction), so kamt 
man D E als bekannt ansehen, und den für A B gt-fundencn Werlh 
auch für DE subslituiren , wodurch man in dem Dreiecke DCE 
alle 8 Seilen bekannt hat. -• 



Um h^i somit, da 

PK = 4», 
9l8iO auch iDE oder DO ^^ ^AB oder AF kt, 

Da ^ D^&\n.\DCf> ai IHCfial« 
oder DQ. == HCsins, 

|eaeM iKÜid, (Mm #il«k^ SiiMMrtioii 

M iog*^2d8SI9 = 0-4129962 — 1} 9 weMle» 
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«ad log I 1666666 = 0-0669 467 | subtrahirt, 

giht ©•8460495 — 1, 

afeo ist logsin ^p — 9-a460495 — 10, 

diesem entspricht 12^49' 2" = \DC'E = |i>; 

daher ist BCE = v ^ 25*38' 4" 

und sein Nebenwinkel, d. i. 

ECM = 180®— 1> 

179® 59' 60'' 

"* — 25® 38' if' 
= 154*21' 66". 

Da also in dem Dreiecke ECM die 2 Seiten und der von ihnen 
eingeschlossene Winkel bekannt ist, so kanii man auch die 2 an- 
deren Winkel finden. 

Setzt man nun EC^^n^ MCsstb] ferner den Gegenwinkel 
von a = a und den von 6 s» /} , so hat man nach der bekan^tleo 
Formel auch hier: 

« — 6 a + ß fl — d 

tang -^ = tang ^- . -^ ., 

da also t> = a + /5 «= 25® 38' 4", 

femer EC = a = l| •= 1*1666666 

und MC = b ^ \ ^ 0*83d8i333, iß^ 

so folgt EC — CM ^ tt— b ^ 0-8833S38 

und EC + MC =04.^==, I;499a999;. 

daher durch Substitution in die obige Formel 



und 

'ög *? ^^Y^ ^ *^^^ *^^^^' '' "^ '^ 0'833388Ä — log 11999909 ; 
nun ist log lang 12^49^2'' mm 9 8ft79015 ~ lOl 
und k)gO-M«8«3 «• 0'920&187— l ^ ^**'^'''* •^^*'*' 

gibt 1 (ha? 7820» — 1 ] 1 micbes 

ferner ist log 1-4999999 •• 0'i7A091» j ' »ublrahirt, 

gibt 10-1027289— 11, 

a ß 
eomit logtang — —!- =» 9*1027289 — 10; 

diesem enUpricht 7® 13' 12^ 

also ist *^-^ — 7«13M2^ 

somit! « — /J ■■ H*2#*l(l'*. 

I>a also a-f/) «-: M^tTil«^ 

ind a-r^ß ^ U^m'-tAf iirf^ 

80 folgt %a mm 4ßF* 4/%!^ 

und «f «= ti^ l*14f**. 

Da also Winkel a d)Brj«Bi|o isl^ dwM SfiktM MM im 
Bogen AB in l einschneidet, mkt Ai^m. ait. ¥«. « «» |aff« ¥W 
y II?; mid da V uf qs 30® aitgentvou» wiidi^. sa iti |i9 «» M, 
wid |fl0^ a 20, and da arciUantO^r^lIf" feAwiMi wucdb^j^ so 
ist der nach dieser ConslnictijHL tegmigin Ftthr 9«iKi^afl^ 
bei einem Winkel Toa 30®. 
Daher hat man 

^ B MI «s ilJlf B -. AM¥ 
«,300 — 20® 2' 14" 
29® 59' 60" 
~^20® 2' 14" 
«Ä 9**67' 46", 

folglich ist das hier nach der Construction erhaltei» Drittel, d. i. 
^BMI um 0®2'14" zu klein; während V_ AMT als | von dem 
gegebenen Winkel um 0®2' 14" zu. gross- ist. 

Setzt num den Winkel AMB m» w o» dO®^ sa findet man auf 
ähnliche Art mittels der d>igen Formel 

« «r 40® 10' 21*2",; 
somit wird das nach dieser Art gefundene- Zweidrittel um 0)® 10/2l*2f^ 
zu gross und das EindritMi um 0f®l0^21*ft" zu: klei» 
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Selzl man den Winkel AMB = w ==. 14", bo findet man anf 
ähnliche Art mittels der bbigeii Foimel 

a = lO^O' 58"; 
somit wird das nach dieser Art gefundene Zweidritlel uni0''l>'58" 
KU gross und das Bindrittel um 0''0''e8" zu klein sein. 

Man sieht also daraus, dass dieses Verfahren eine praktische 
Genauigkeit gewährt, uml da die Constniction höchst einrach ist, 
so wird man jeduifalls hei der Anwendung derselben eher fertig als 
mit der gewöhnlichen Prabirmethode. 

Um die Theilungspunkte an Ort und Stelle zu erhalten und 
selbst auch bei grösseren Winkeln einen geringeren Fehler zu be- 
gehen, verfahre man auf folgende Art: Es sei ACB CFig,73) der 
Fiff. ra. zu Iheilende Winkel, der nahe 

an 90* ist. Man trage eine 
beliebige Einheit C\ auf den 
einen Schenkel B C 2mal und 
auf dem anderen, d.i. anf AC 
dmal auf; beschreibe aus C mit 
CE= C6 den Bogen EP, 
dann mit 7 solchen Einheiten 
auB 3 der .^Cden Bogen (?n 
und aus 2 der BC den Bogen 
ffn^ welche sich bei J schnei- 
det). Verbindet man nun J mit 
dem Scheitelpunkte C, trägt 
die hierdurch erhabene Hälfle 
des Bogens EF d.i. EM auf Gm von 6 nach iV, so wie auf Hn 
von H nach 0, und verbindet zuletzt die Punkte iV und mit dem 
Scheitelpunkte C durch Gerade, so theilen diese den Bogen EP 
uud den ihm entsprechenden Winkel ECF in 3 gleiche Theile. 

Es ist also hier der Winkel zuerst halbtrt, dann in 3 unA 
auch in 6 gleiche Theile getheilt, wie diess die Figur zeigt. Die 
Halbirung muss hier mit einer sehr grossen Genauigkeit gemacht 
werden, wesshalb also hier ausser dem Pankte J noch die i Punkte 
K und L für die Halbirungslinie bestimmt werden müssen. 

Hier lässt sich zugleich der P^ler bemerken , den man be- 
ginge, wenn man statt der faalbenSehne die gianze benützen wünie, 
welches iäet mitlele Eiiuchaitte bei B- und: jl. angezeigt ist. - 
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Ebenso ist diese Construction einfach und sehr interessant, 
wenn der gegebene Winkel in 12, 24, 48 ... . gleiche Theile ge- 
thejlt werden soll. 

XV. Trisections-Methode. 

Eine andere Methode mittels des Auftragens einer beliebigen 
Einheit auf dem einen Schenkel ist die nachfolgende, welche eben- 
falls eine praktisch-genaue Substitutions-Methode ist. 

Es sei äOB (Fig« 74) der zu theilende Winkel. Man nehme 
1 als eine beliebige Einheit an, und trage sie von aus auf dem 

Fiff. 74. 
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einen Schenkel, hier auf AO^ 12mal auf; beschreibe aus O mit 
08 den einen Halbkreis und aus dem Punkte 3 mit 3 12 dien zwei- 
ten, welcher der substituirte Trisectionsbogen sein wird. 

Um nun mittelst dieses Bogens die Trisection yörzunehmen, 
fasse man die Sehne BC des gegebenen Winkels B O C in Zirkel, 
trage sie auf den Halbkreis ADE von A aus einmal auf, und ver- 
binde den so erfolgten Punkt D mit O durch eine Gerade, wo- 
durch auf dem Bogen BC. welcher als def des gegebenen Winkeb 
zu betrachten ist, das Stück BG ^s^ \BC abgeschnitten wird, und 
wodurch auch ^BOG^\BOC erfolgt. - * 

Diese Methode ist sehr einfach und bis etwa 90® ziemlich 

genau. 

Die Rechnung wird auf ähnliche Art wie bei /der vorherge- 
henden Methode geführt. 
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XVI. Trisections-Nethod«. 

Es sei z* B. JOJf (Fig. 75) der zu theilende Winkel. Man 
trage auf dem einen Schenkel des gegebenen Winkels, hier auf O^, 
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eine beliebige Einheit, hier Ol, achtmal auf, ferner diese acht 
Einheiten zusammengenommen noch zweimal auf, wodurch man die 
zwei Punkte A und B erhält. Man beschreibe alsdann aus O mit 
HO den Halbkreis BCZD, und aus 5 mit ^5 den zweiten Halb- 
kreis AENZ. Wird nun die Sehne irgend eines Winkels z.B. des 
Winkels BOM auf AEZ von A aus aufgetragen, und der so er- 
haltene Punkt N mit O verbunden, so ist der Winkel PO Jf = 
IBOM. 

Diese Methode ist für jeden Winkel bis 90® ziemlich genau. 

Für jeden Winkel über 90® muss der Bogen halbirt, und von 
d«r Hälfte der dritte^ Tbeil gßsmhl weiden. 

SoHte' naehi diesem Verfahf^n upgjend eia Winkel, der über 9Q® 
ist, also jeder beliebigflh Winkel Im 180^ z. Bl. d^ Winkel A QB 
(Fig> 76)c ohine Halbimnj^ in> drei Reiche Theiier getkeilt werden, 
SD geschieU dies auf fangende Art: 

Man ziehe aus dem Seheitc^inkte des gegebcfnen Wiskeb 
AO^B eine beliebige Linie C(hj, wodurch dieser ini zwei j'edocH 
ungleiche Theile getheiU' wird^; trage dami auf €€i voHi Q' aus ein 
beliebiges^ Stock 1 achtmal und O 8 zweimal auf^ so dass 08 a*" 
DS ^= DE wird; beschreibe ferner aus O mit 0J9 den eüuBB 
Kreis,; und aus d mit E6 einen zweiten;-, schneide dann den durch 
E beschriebenen Bogen aus E mit DO in G^ und aus demselbet 
PiiAlae mit P IT in F', wodurch mm BO ts^^lDQ milFJ^m 
iD F erhält Wird endlich HK =^ FJ gemacht, so ist der Bdgü 
KG = IPDG und ^ÖO JST = |FOG = |i40B. 

Halbirt man hingegen den gegebenen Winkel und verfährt in 
Uebrigen wiir Mi der enteren diesec lletiiodeii,..soy konml man 
eker mm IMe. luul int «nch; viel riftihligere' ReeuUateü 
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Da diese Methode die genaueste igt von denen, vennillelst des 
Anftragens einer beliebig;en Einheit auf dem einen Schenkel, so wd- 
Im wir sie durch Bechnung unlersnchen uttd begründen .- 

Es sei AOB (Fig. 77) ein beliebiger Winkel , auf deBsen 
Schenkel A O von aus die beßebige Einheit O I xuerst achtmal, 
dann die Suiiinie dieser 8 Tbeile als Einheit wie zuvor noch xwet- 
mal aufgetragen ist, wodurch man die Punkte A und B erhält El 
sei femer der Punkt ä oder C der Hjttetpunkl des Substitulions- 
K#. 77. 



liogens Auj auf welchem die Sehne des zu theilenden Winkels 
AGB aufgetragen wird* — Setzt man nun den '^AOB =:aj 
ACE BB /), COE = y und CEO sss 9^ femer in dem Dreiecke 
CEO die Seite CE = a und die CO ss^ 6, .so kann man sehr 
leicht auch hier den Winkel ß und dann den Winkel y als das 

2a 

fragliche — berechnen. 

Setzt man a = 30^, so hat man 

BF es \AB = BO sin |a, 
und da B O = 16 

und |a =: 15® ist, 

so folgt BF =: 16 . sinl5^ 

daher log BF = log 16 + log sin 15®; 

nun ist log 16 = 1*2041200 I 

mid logsinloo = 9*4129962- 10 J> ^^'^"^^ «^^''*' 

gibt log BF = 0-6171162; 

diesem entspricht 4*1411. 

Man hat daher DO = BF = 4*1411 und kann somit auch 
den Winkel ß berechnen, denn es ist 

DO = HCsinl/J, 
, . ^^ DG 41411 

also sinfp «= --- = — --— 

"'^ DC 19 

und logsin^/} =: \ogDO — logHC 

= log 4*1411 —log 19; 

nun ist log 4*1411 =» 1*6171162 — 1 ) , welches abge- 

und log 19 = 1*2787586 J zogen, 

gibt 0*3388626 — 1, 

daher logsin^/S es 9*3383626 — 10; 

diesem entspricht 12® 35' 19*8". 

Man ^t somit i /* = 12® 85' 1 9*8" 

und /l esB 25® 10' 89*6''. * 

Nun kann man auch den Winkel j' als das fragliche Drittel 
sehr lercht finden, denn es ist in dem Dreiecke ECO die Seite 
JEC, dann auch C O und der von ihnen eingeschkMSOie Winkel 
X CO — 180® — ß bekannt: und man hat 

tanif 3Ll4 = tang ll_f . Izi mm tang 12® 86' 19*8'' • ÜL-i 

sr lang 12® 86' lO-S" . || = tang 12®86' 19^8^ • Ä- 
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D» nun bei jedem, beliebigen Winkel der Bruch ^ ==: 0*588383. «• 

vermöge der Construction constant bleibt, so hat man femer 

V — d 
tang '—^ — = tang 12^86' la-g" . 0-5883333, 

und log tang ^^-^^ — log tang 12^36'! 9-8" + log 0-58338 ; 

nun ist 

loglang 12^35' 19-8" = 9.3489311 — lOl , , ,,. , 

j,^ ^ ^ ^,«. \ % welches addirt, 

und log 0-5838338 = 0765916 8 — I j 

gibt 101148479 — II 

daher , log tang ^ "" e= 9-1148479 — 10; 

diesem entspricht 7®25'19-8"; 

es ist daher '^-^ = 7*25' 19-8" 

% 

und y — d = 14® 50' 39-6", 

und da y + * = 25® 10' 39-6" ist, 

gefolgt 2y = 40® l'19-2", 

2a 
also y = 20® 0'39*6" als das gefundene — 

t> 

des gegebenen Winkels* 

Da also | von 30® als der wahre Werth =5 20® ist, so ist 
der Fehler jP = 0®0' 39-6". 

Setzt man a = 60®, so findet man auf ähnliche Art den 
Winkel y = 40® 3' 9-2" ; 

daher der Fehler F= 0®3'9-2". 

Setzt man a 8=s 90®, so findet man auf ähnliche Art den 
Winkel y = 60® 5' 33-8"; 

daher der Fehler F = 0® 6' 83-8", 

ohne dass man den gegeben^ Winkel halbirt. 

Man sieht also daraus, dass dieses Verfahren für jeden belie- 
bigen Winkel bis 90® sehr genau ist, und daher auch bei ausser- 
gewöhnlichen Zeichnungen angewendet werden kann. Rückt man 
mit dem Winkel bei der Berechnung etwas weiter über 90® hinaus, 
so findet man hier wohl , dass der Fehler sehr rasch wächst, und 
zwar SQ, dass er für « =;= 12O® den Fehler F = 1®18'38'^ gibt. 
Dessenungeaciitet kann »man jeden Winkel, der über 90® ist, auf 
Minuten oder auch auf Secunden genau dritteln, je nachdem man 
ihn zuerst in 4 oder in 8 gleiche. Theile theilt, zumal da die letzte- 
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TW zwei Tbeihii^n Mdh tmerem Verfthfen setir lekht «tisgtfahrt 
werden können« 

XVII. TMs^ciioiis-Metliade 

Noch ein andere Verfahren mittels des Auftragens einer l)e* 
liebigen Einheit auf dem einen Schenkel ist das nachfolgende: 

Man trage auf einer Geraden, hier auf A M (Fig. 78), von M 
aus eine beliebige Einheit eilfmal auf, theile überdiess die so er- 
haltene Linie AM m zwei gleiche Theile, beschreibe aus M mit 
I il Jlf den einen, und aus eben diesem Punkte mit A M einen zwei- 
ten Kreis, setze in i ein, eröffne bis HI und beschreibe mit ZTf S 
einen dritten Kreis. 

Fig, 78. 



Soll nun z. B. der Winkel AMD in drei gleiche Theile ge- 
theilt werden , so rerbinde man C mit IT tfttrch eine Gerade und 
führe aus dem Mittelpfsnkte Jlf dttreh den so erfolgten bari^hsctudlttl»*^ 
punkt JE die MQ^ woduirch -]^ DMG:=si\AMD erfolgt > 

XVIII« Trbeettms^-llletli^d«. *' 



£s sei A CB (Fig. 79) der gegebene Winkel und i Jl iift, 
ihm entsprechende Bögen. Man verlängere den Schenkel AC 6d^ 
derseits, trage vom Scheitelpunkte C angefangen auf dessen einem 
Schenket, hier auf CA*^ vier gleiche Theile auf, beschreibe ans 6 
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mil CI den einen nnd mit CII einen zweüen Kreis ; abdann be- 
tchreibe man aDcb ans 1/ mit Cll einen dritten Kreis, mache J'B' 
= AB und verbinde B' mit D durch eine Gerade. Nun beschreibe 
man aus dem Durchschnitlspunkle £ mit B£ = CE den Bogen 
Bx, welcher die B'D in F schneidet. Zieht man zuletzt aus dem 
Scheitelpunkte C durch den zuvor erhaltenen Punkt P die Gerade 
CiS, 80 dass der Bogen .AS bei G geschnitten wird, so erfolgt 
arcBG annähernd als der drille Theil von AB, und ebenso der 
Winkel BCa = \ACB. 

XIX.Trisections-Methode. - ' 

iCZwMkr eis-M elh de) . 
Viel genauer und einfacher ist die nachfolgende Methode, 
welche wir Zweikreis-Methode nennen wollen, weil sie mit- 
tels zweier Kreise bewerkstelliget wird. • 

Ftg. 80. Uro irgend «inen 

Winkel, z. B. den Win- 
I kel A CB (Fig. 80), 
in drei gleiche Theilu 
zu theilen, verlängere 
I man BC über C hin- 
aus, nehme eine belie- 
bige Einheit auf dem 
I einen Schenkel , hier 
1 auf BC an, und trage 
sie darauf von dem Scheitelpunkte C aus 2mal auf; nun beschreibe 

Fi.lkowski, TI.I.MU..B rfe- Wi..l.,l.. 8 
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man aus C mit CI und CII die zwei Halbkreise BAD und lEV^ 

fähre aus D durch den Punkt E eine Gerade, bis der Bogen AB 

in P geschnitten wird, und schneide die Linie H F aus £ mit AE 

in O ein, wodurch man die Strecke AG i, i. die Sehne des Bo- 

gens ^O als die Sehne des zu suchenden Drittelbogens erhält« — 

Beschreibt man nun aus dem Punkte A mit dem Halbmesser == AG 

einen Bogen so, dass der gegebene Bogen ^i? in JI geschnitten 

wird, so ist 

arc^H = lAB 

und -^ACH ^ lACB. 

Dieses Verfahren ist wohl auch nur näherungsweise, allein 
sehr einfach und leicht zu merken ; wir wollen es daher auch einer 
näheren Betrachtung würdigen, um zu sehen, in wie ferne es rich- 
tig ist, und bis zu welchem Winkel man sich bei praktischen Ar- 
beiten darauf verlassen kann« 

Die Rechnung wird wohl nicht so schwierig sein, weil man 
die hierzu erforderlichen Stücke theils als bekannt annehmen, theils 
sehr leicht berechnen kann; wie wir sogleich sehen werden. 

Setzen wir der Kürze wegen 

so ist CE c= AE =s I =s 0*5 s= d. 

Wir können somit den Winkel CED sehr leicht mittels der be- 
kannten Formel 



^ (^) - .». (i±£) 



finden. 

Nimmt man nun an, der Winkel tc? es 45®, so findet man, 

wenn der Winkel 

DEC =3 a 

und ^EDC «=» ß gesetzt wird, 

also !? = !L±i = !5. 

2 2 2' 

und da DC=s i ss a und CE aea | sss 0*5 ss 6 gesetzt wurde, 

Ä + 6 = 1-6 und a — b =: O^ö; 

man hat daher durch Substitution in die obige Formel 

.ang (^) - t.ng « . ?i = tang 220s0' . ^^ , 
daher auch 
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logtang C^^Yß = log fang 22^30' + log 0-5 — log 15 ; 

nun ist logtang22^30' = 9-6172243 — lOl 

/ 9 MfißiCuos acidiria 



und log 0-6 = 0-6989700 

j welche^ subtrahirt, 



gibt 10*8161948 — 11 

ferner ist log 1*5 «= 01760918 



gibt 10-1401030 — 11, 

also loglang^^^-^^ *= 9-1401030 — 10; 

diesem entspricht 7^51'40'^ 

Es ist also ^LZL? == 7«51'40^ 

2 

daher a — ß = 16® 43' 20", 

und da « -f- /} ■» 45® 0' o'' ist, so hat man durch Ad- 
dition 2« » 60®48'20^ 
damoa a == 30®2lU0'' 

und - = 15*10' 60^ 

2 

Da femer nach der Construction AEtssiCE und EQ =^ AE^ 
also das Dreieck AEO gleichschenkelig ist, in welchem der Win- 
kel an der Spitze d. i. a' s=s a bekannt ist , so können wir daraus 
sehr leicht das angebliche Drittel berechnen; denn wird die hier 
nur gedachte Sehne AH =^AQ halbirt, so finden wir : 

— a= iliffsin- = 0-5 X sin 15® 10' 50", 

t 2 

daher log ^ «« log 0-5 -)- log sin 1 5® 1 OM 5" ; 

nun ist aber log 0-5 = 06989700 -' ll ^^1^^^^ ^^j. 
und logsm lö* 10' 60" = 9-4180728 — 10 ) 
gibt 101170428 — 11, 

daher logif =. 01170428— 1; 

diesem entspricht 0*130930, 

somit ist — sr 0*180930, 

2 

folglich AG ^ 0*261860. 

46* 

Da nun nach der Sehnentafd für — die-^Sehrie » 0*2610524 ist, 

so folgt, wenn man diese Werthe mit einander vergleicht und von 
einander abziebt, also 

0*2618600 — 0*2610624 k 0*0008076. 

8* 
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Somit ist die gefundene Sehne des verlangten Drittels u 
0*0008076 ziY gross im Längenmass. 

Will man nun diesen Fehler im Bogenmasse finden, so he^t 
man, da 

AB sss AO und — = — ist, 

AH A ^ ' ^ 

— =s il C sin - , 

a 2 

wenn der dem abgeschnittenen Bogen A H entsprechende Winkel mit 

X bezeichnet wird. 

0130980 = 1 .sin?, 

2' 

also sin- =s 0*130930, 



so hat man, wenn diese zwei letzten Werthe mit einander vergli- 
chen und von einander abge^gen werden, den Fehler ,^,^^^i 

F = 0®2'48". . •«„« 

Setzt man w =sSO^ vad fuhrt die Recl^pung wi^ ^^^^iil|^ 
so findet man die Sehne des dritten Theiles von dem gegeb^|D|| 
Winkel im Längenmasse, also 

AG = AH = 01745400, ^"''^ 

und da der wahre Werth derselben = 0174311 4 nach dton--6 dtt wi 
tafeln ist, so hat man, wenn diese Werthe von einander abgeiaäfMi. 
werden, den Fehler i. /.»r 

F = 0-0002286; J >i.:-. 

oder im Gradmasse ausgedruckt, ist der gefundene Wif^Ml' f*=''* '•* 

also ist für die Dreitheilung des Winkels w &=*> 80^ 4er gefiiiKle»e 
Fehler jr ». 0*>0'46''. 



daher 


• 




log 


sin- sa log 0*130980; ■ 


nun ist 




log 


0180930 as 01170423— 1, 


daher 






logi 


jia? = 9-1170423— 10; 
• 2 


diesem entspricht 






7^ 81' 24". 


Also ist 








1 CS 7«31'24", 


folglich 


• 






X r=» 16® 2'48"; • 


da nun 






45 


® : 3 = 15® 0' 0" ist, 
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SetEt man w = 60^ so findet man eben u) nich der Rech- 
ntng wie eben 

AO CS ÄH =^ 0-3498840, 
vnd da nach der Sehnenlafel 

AG •= AH -m. 0-847S964 ist, 
so hat man den Fehler F »■ 0'0020376, 

velches im Gradmaese ausgedrückt 

" = o''7'14" gibt. 

Man sieht also daraus , dasB dieses Verfahren eine praktische 
Genanigkeit hat, und dass man nach diesem jeden beliebigen Win- 
kel, auch über 90", triseciren kann , sobald er zuvor balbirt, und 
noch genauer, sobald er in vier gleiche Theile getbeilt wird. Es 
kann daher dieses Verfahren beim praktischen Zeichnen mit Vor- 
Iheil angewendet werden, zumal da es sehr einfach nnd sehr leicht 
IV merken ist. 

Will man nun einen Winkel, der fiber 60" oder über 90° ist, 
der Genauigkeit wegen zuerst kalbiren, eo muss die Constmction 
«0 vorgenommen werden, dass man die Theilongspnnkte so wie die 
Theilungslinien an ihrer gehörigen Stelle erhfilt; man wird daher 
in diesem Falle auf folgende Art verfahren: 

Es sei ACB (Fig. 61) der zu theilende WinkeL 

Ftff. 81. Man nehme eine belle- 

I bige Einheit aoFdera elnoi 
I Schenkel, hier auf flC, das 
Stück Cl an, trage es 
auf demselben zweimal 
I auf, wodurch man den 
I Punkt B erhält; oder was 
dasselbe ist, man halbire 
B C in J, beschreibe dann 
I aus C mit €11= BC 
I einen Kreis, femer mit CI 
I einen Bogen //' und hal- 
I bire den letzteren durch 
I CB\ nun verlängere man 
lie beiden Schenkel des gegebenen Winkels über den Scheitelpunkt 
linans bis zu der Peripherie des Kreises, führe ans den so erfol- 
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ten Punklni D und £ durch C die Geraden Du und Ev, be- 
schreibe aus C mit CH — CC den Bogen or jr, fasse if F = I/O 
in Zirkel und durchschneide damit aus H den Bogen AB inj und 
it, wodurch die Dreitbeilung des Bogens, also AJ ^ JK = KB 
s=^AB erfolgt, und wenn man j eo wie K mit dem Scheitel- 
punkte C durch Gerade verbindet, auch 

-^.ACJ = JCK = ECB = ^ACB 
erhalten wird. 

Sehr interessant ist dieses Verrahren, wenn der gegebene Wia- 
ke) zuerst in vier gleiche Theile gelheilt wird. Soll z.B. der Wü- 
kel ^CA (Fig-82), der nahe an ISO" ist, in drei gleiche Theile 
'"']?■ W. gelheilt werden, eo er- 

gänze man dessen Bogen 
■AB zu einem Kreise, hal- 
bire dessen SchenkeUC 
in f, beschreibe ans dem 
Mittelpunkte C durch des 
HalbiniDgspunkt / einen 
KreiB, und theile iea gt^ 
gebenen Bogen und Win- 
kel in vier gleiche Theile. 
Nun verlängere man die 
.Halbimngslinie CB Sbcr 
Chinaue bis zu demPimkte 
J in der Peripherie, (Ure 
aus J durch L und K 
die Geraden Ju und Jv, beschreibe aus K und L mit FL ^ OK 
=a CL die zwei Bögen FJf und OJf , welche die Ju und Jv in 
M und iV schneiden, und Sbertrage die FX und OM ttia F and 
auf den Bogen A B , wodurch AP = PQ •= QB = ^Ab^m- 
mit auch, wenn die CP und CQ gezogen wird, 

-i^ACP = PCQ — QCa =s iACB 
erfolgt. 

Auf diese Art wird jeder Winkel bis etwa ISO Gnid auf 
Secunden , jene aber von ISO bis ISO Grad auf Minuten genau 
gedrillell. 




Fig. S8. 



XX. Trisections-Hethode. 

Ea sei AOB (Fig. 88) der zu theilende Winkel und A B der 
ibm entsprechende Bogen. Man verrabre bei der Dreitheilung fol- 
gender Hassen: 

Man fälle von dem Endpunkte des einen 
Schenkels eine Senkrechle auf den zweiten 
Schenkel, also hier von B die BC J_ AO, 
und maclie die Verläsgerung dieser Senk- 
rechten d. i. CD ^ BC, errichte in dem 
Endpunkte des zweiten Schenkels d. t. in 
A eine Vertikale, und mache sie gleich der 
doppelten Sehne des gegebenen Winkels, 
a AuA_A.O in A, und AF = tAB. 
I Wird nun der Punkt D mit dem Punkte 
F durch dne Gerade verbunden , so wird 
hierdurch der Bogen .4 A in O so getheilt, 
dass atc BO ^lAB, also näheningsweise 
der dritte Theil von AB abgeschnitten 
I wird. 

Aus der Construclion sieht man leicht 

I ein, dass man, um schneller zum Ziele zu 

gelangen , die beiden Hilfslinien A u und 

BD gewisser Massen gleichzeitig ziehen 

muse, und alsdann erst die eine dieser Li- 

I nien gleich dem doppelten Sinus und die 

andere gleich der doppelten Sehne macht u. s. w. 

Dieses Verfahren kann mit Vorlheil bei jedem beliebigen Win- 
kel bis über 60* angewendet werden. Ist der gegebene Winkel 
nahe an 90* oder bedeutend darüber , so muss er halbirt, sodann 
mit der Hälfte die Dreitheilung vorgenommen werden. 

XXI. Trisectlons-Metbode. 

Es sei AOB (Big. 64) der zu theilende Winkel , ^reicher 
nahe an 90" ist. 

Han ziehe die Sehne ABy theite sie in drei gleiche Theile, 
so dass hier AC ^ CD ^ BD ist, errichte in jedem der zwei 
Theiiungspnnkle C und D eine Normale auf die Sehne A B und 




no 




BTC AO = GH 



theile jeden der zwei zwischen dem 
Bogen und der Sehne enthalteneu 
iSIücke diCBcr Normalen, d. i. CP 
BO wie DE in drei gleiche Theile. 
Wird alsdann aus dem Scheitel- 
pnnkle durch den zweiten Thei- 
lung.4punkt einer jeden dieser Nor- 
malen eine Gerade bil zu d« Bo- 
gen A B gezogen, m eiMIt man 
die zwei Theilnngsponkte Q und 
H, wodurch jIB in drei gleiche 
Theile gelheilt wird, 8» dau 
= BH = lAB 



und 



-^ AOG =- OOH =■ BOB =b \A0B ist. 

Bei einem kleinen Winkel, der elwa unter 80" ist, fallen diese 
Hilfs-Normalen mit den Tbeilnngslimen desto mehr zusammtn^je 
kleiner dieser Winkel angenommen wird. 

Bei einem Winkel von etwa ISK" ist die Differenz zwfsolM 
den richtigen Theilungslinien und den auf die obige Art gelWil 
nen kaum sichtbar, doch wächst der Fehler über diesen WbM 
hinaus sehr rasch und wird bei dem Winkel tOd ISO" naW.t*t 
wie sich diess auch durch Rechnung nachwdaen tftasi Doekr t0t 
man diesen Fehler vermeiden, sobald man den gegcbsnoi Wttlli' 
wie diefis Fig. 85 zeigt, einmal halbirl. M Äsen Wlnkdf te 
fip. SS. 




in 



etwa 160** beträgt, ist der Fehler bei einmaligeiu Halbiren nocb 
Bcbr ^erini^. Bei der Aogfühning der TheiliiDg lUMih ^mtm Vtr- 
fikren braucht man nnr die Sehne dea halbcii WIbUi si liehen 
nod von der einen Hälfte des Bogens die Drdthrihinp in nekeii; 
oder man zieht für jede Hälfte die Sehne and ver&hrt, wie die 
Figur zeigt. 



XXII. TrUectlods-HMbo^ 

Diese Methode ist wohl nicht so einfach, allein deMhaU) wicb- 
lig, weil man nach dieser die Polyseetion eines beliebigen Winkel« 
vomehmen kann, wie wir diess spätn* aehen werden. 

Dieses Verfahren besteht darin, dass man den Bogen des ge- 
gebenen Winkels in eine Gerade verwandelt, wobei man auf die 
nachfolgende Art verfahrt: 



Flff. 8ff. 



Es sei ACB (Fig. 86) der 
I gegebene Winkel. Man nehme auf 
I dem gegebenen Bogen ein belie- 
I biges kleines Slück aU Einheit an 
I und trage solche auf diesem Bo- 
gen so oft auT, als es geht \ hier- 
auf trage man dieselbe Einheit 
auch auf dem einen Schenkel des 
gegebenen Winkels, hier auf j4C, 
eben i-o ofimal auf und allenfalls 
auch den Best, wenn solcher auf 
dem Bogen eich ergeben hat, 
I wodurch man auf dem Schenkel 
dC das Stück AD = der Länge des Bogens AB erhält. Nun 
wird das Stück AD in drei gleiche Theile gelheilt (hier geome- 
trisch mittels der Geraden AE), wo dann ein solcher Theil AI' 
sich auf dein gegebenen Bogen AB dreimal auftragen lägst. 

Je genauer nun der gegebene Bogen in eine Gerade verwan- 
delt wird, desto genauer wird auch der dritte Theil erfolgen. 




XXin. Triseeflons-Methode. 

Bei dieson Verfahren wird zuerst die Trisections-Linie con- 
struirt. Man zeichne zwei Linien senkrecht aufeinander, also hier 
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F^. 87. AO ±B0 {Fig, 87), htji^e Ata 

BO entstandenen rechten Winkel 
AOB^ ziehe die Halbirangdme 
DO und verl&ngere sie fibo* dn 
Scheitelpunkt hinaus. Alsdann nehme 
man auf der Halbinuigslinie ein 
bdiebiges Stück Ol antind tragees 
auf derselben vom Scheitetponkte 
aus 6mal und auf ihrer Veritn- 
gerung über den Scheitelpunkt Imal 
auf; endlich beschreibe man ans 
dem Scheitelpunkte O mit dem 
Halbmesser =06 den Bogen AB und aus dem Punkte C mit C4 
den Bogen EK, so ist EF der Trisections-Bogen. 

Mittels dieses Triseclions - Bogens wird ein Winkel auf die 
nachfolgende Art in drei gleiche Theile gelheill: 

Es sei^ der Winkel B OM in drei gleiche Theile zu theilen. 
Man ziehe zu diesem Behufe die F 6 || , so ist der dadurch 
abgeschnittene Bogen II 6 = | II 0, d. h. der dritte Theil des Bo- 
gens von 46". Wird ferner aus AT die iVP|| 1>0 gezogen, so ist 
der dadurch abgeschnittene Bogen JHP = \MD. Da släo 
arc BO = \BD, 
arc MP <= \DM 
arc DM +BD == BM ist, 
arc BG -f MP = \iBD -j- DK); 
arc BD -f- DM = BM, 
arc BQ -\- MP = \BM (annähernd). 
Wird nun 6Q=MP gemacht, eo Idsst sich BQ auf BM 
dreimal auftragen. 

Diese Methode ist nur nähemngsweise, jedoch sehr genau und 
wegen ihrer Einfachheil sehr empfehlbar. 

XXIV. Trisectlonti-nethode. 

Ein äusserst interessantes Verfahren, ist folgendes: 
Es sei ABC (Fig. 86) der zu theilende Winkd. Man be- 
schreibe mit einem beUebigen Halbmesser aus B den Bogen DE, 
sodann mit einem bedeutend kleineren Halbmesser (z, B. mit BF 
=3 i oder s= ^ oder ^ BD) den Bogen FC, halhire die beiden 
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Bogen durch BB qdcI 
deren eine Hälfte dnrch 
BK. Wird nsn er mit j 
und h vttX M dnrch Ge- 
rade verbunden, so isl ihr 
Dnrcbgchnittspnnkt, d. i. 
der Punkt N ein Tri- 
Bpctionapnnkl, and ans B 
durch JV eine Gerade ge- 
führt gibt die verengte 
Tbeilungelinie. 
Dieser Punkt wird desto 
genauer erhalten, je weiter die zwei Bogen DE und FO auseinan- 
der sind ; also je grösser die Differenz der HalbmesFer ist 

Man kann nach diesem Verfahren jeden beliebigen Winkel bis 
90" mit einer aneserordentlichen Genauigkeit in drei gleiche Theile 
(heilen; ist aber der Winkel grösser als 90° ako auch nahe an 
ISO", so muss von dem gegebenen Winkel zuerst das mittlere Vier- 
tel und Achtel gesucht werden , welches nach unserer Biseclions- 
Hethode sehr leicht auszufahren ist. 




XXV. Trisections - Methode. 

Ein höchst einfaches Verfahren einen beliebigen Winkel in 
drei gleiche Theile zu theiien, ist folgendes: 

Es sei der Winkel A CB (Fig. 89) in drei gleiche Thdle zu 
Iheilen. Man verlängere AC Aber C hinaus, mache die Vo-Iänge- 
»ff. 80. 




rung CB ^ AC, lege durch die zwei Punkte B und D die Ge- 
rade DBu, mache ferner BE =: AD = 2 AC wii verbindet 



liM 

AB 
mit C, so ist der Bogen JBrF==-j- und der Winkel BCF :=: 

lACB. 

Da diese Construction höchst einfach , zugleich aber auch so 
ziemlich richtige Resultate gibt, so wollen wir sie einer näheren 
mathematischen Betrachtung unterziehen. 

Setzt man hier AC ^as BC a= 1 , so ist auch CD sss i, somit Ä D 
CBS B £ BSC 2 ; es sei femer der gegebene Winkel A CB sm 9 «a 
a -|- /3, somit ist auch der Winkel ^ und daher auch y bekannt^ 
indem a = /3 ist. 

Um nun den Winkel « 3= | il CB zu finden, braucht man nur 
das Dreieck CBE aufzulösen, wozu die zwei Seiten BC ^ BE 
und der von diesen Seiten eingeschlossene Winkel y gegeben ist, 
für welchen Fall man die einfachste bekannte Formel 

tang {-^) = tang {-^) . ^^ 

anwendet. 

Da Skko nach der gegebenen Construction das Yerhältniss der 
zwei Seilen constant bleibt, nämlich BCiBE &= 1:2^ so hat 
man, wenn diese Werthe in die obige Formel gehörig substituirt 
werden : 

tang (^) = tang (o. + y) ^ = tang (^) i^ 

= tang (^-±-^) l - tang (^4^) 0'8383 . . . 

Man braucht daher nur dem Winkel (p nach und nach ver- 
schiedene Werthe zu geben, wo man dann vermittelst dieser Formel 
die Differenzen und aus diesen, so wie aus der bekannten Summe 
das X sehr leicht herausfindet» 

Es sei nun q> =t 10°, so ist 

9 = a + /S = 2« = 2 /S = 10% 

folglich |=" + <^ = «=n/S = 5«; 

und da a = j? 4" y ■= 5^ ißt, 

so hat man ^ = ?4^ = 2^80': 

2 2 ' 

folglich lang^^-^) = tang 2^^ 30' X 0*8888833 

und log lang T^— ^) = log lang 2^80' + log 0-3838833 ; 



nun ist log tang 2^30' = 8-6400931 — 10 

und IogO-3838388 = 05228744 — 1 ' ^^'ches addirt, 

gibt 9*1629718 — 11, 

somit log tang (^-^) = 8-1629718 — 10; 

diesem entspricht: = 0^50' 5 '^ 

Es ist somit ^Lll «= qo so' 5", 

2 

daher x — y = 1®40'10" 

und da a? + y = 5® 0' 0", 
so hat man 2 a? = 6® 40' 10", 

somit X =s 3^20' 5". 

Da also das gefundene Drittel des gegebenen Winkels, also 

X = 3® 20' 5" 
und der wahre Werth =s 8®20'0" ist, 

so ist der Fehler F = 0® 0'6", 

also ein äusserst geringer Fehler. 

Wird abo diese Untersuchung fortgesetzt, indem man für den 
Winkel 9 nadi und nach die Werthe etwa von 10 zu 10 Grade 
substituirt, 00 findet man, dass 

für (p =■ 20* der Werth für a? = 6^40' 18", 

von welchem Werihe der wahre x^ = 6^40' 0" 

abgezogen, gibt' den Fehler F c=. O** 0' 18"; 

also ebenfalls ein äusserst geringer Fehler. 

Für 9 o» 80® ist der Werth für a? = 10® 0' 46", 

von welchem W«rthe der wahre Ww == 19^ ^^ 6'' 

abgezogen, gib! den Fehler F >» 0® 0*W. 

Für 9 — 40® ist der Werth für w = 18® 21' 49", 

von welchem Werthe der wahre ^w = 18® 20' 0" 

abgezogen, gibt den Fehler F = 0® 1' 49". 

Für 9 » 50® ist w => 16® 43' 84'% 

wovon Ww «5 16® 40' 0" 

abgezogen, gibt F =«. 0® 3' 84". 

Für 9 = 60® ist a? = 20® 6' 14", 

somit der Fehler F « 0® 6' 14". 

Für 9) «a 70® ist ar «: 23® 29' 59", 

somit F =a 0® 9' 59". 
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Für 9) ae 80" IBt x = 20" 55' 3", 

daher ff = 0"16' S". 

Für 9> -■ 90" ist of = 30" 21' 40", 

und folglich F =! 0''2I'40". 

Wie man aus dieser schematischen Darstellung sieht, ist der 
Fehler desto grösser, je grösser der Winkel angenommen wird, 
so dess er bei einem Winkel von 90" gleich ^ Grad beträgt \ des- 
sen ongeachtet ist diese Methode eine vorzügliche zu nennen, weil 
sie höchst einfach ist, und weil man nach dieser vermitlelst der 
Halhirung des gegebenen Winkels, oder vermittelst Zerlegung dessel- 
ben in zwei ungleiche Theile dennoch die Dreitheilung auch bei 
einem Winkel, der über 90" ist, auf Secundcn genau vollführen 
kann, wie diess aus dem nachfolgenden Beispiele leicht zu er- 
sehen ist. 

Soll irgend ein Winkel, der nahe an 90° ist, also z. B. der 
Winkel ACB= w = SO'* (Fig. 90) , in drei gleiche Theile ge- 
Fiff. PO. 




theill werden, so nehme man auf dem diesem Winkel entaprech«i- 
den Bogen JIB irgend einen Punkt J mehr oder weniger in der Mitte 
an , ergänze den Bogen zu einem Kreise und verlängere die beiden 
Schenkel über den Seheitelptmkt hinaus bis zu der Feripherie ; als- 
dann führe man aus den so erfolgten Panklen A' und B* durch den 
angenommen«! Punkt J Gerade und schneide jede derselben aus J 



mit dem Halbmesser gleich dem Durchmesser A A' ein ; endlich ver- 
binde man D und E mit C, so ist der inzwischen abgeschnittene 
Bogen FO = lAB, wie zuvor näherungsweise. Denn es ist nach der 
obigen (Jonstruction arc FJ = \AJ^ näherungsweise 
und arcöJ = jBj/ 

somit arc FJ '\-GJ ma |(il J + BJ), 

daher btc FO ^=^ jAB näherungsweise. 

Wird der Winkel geometrisch halbirt, so ist der Fehler nach 
der obigai Rechnung für jede Hälfte F =s o^V 49^^, somit 2 F =s 
0^ 3' 88^'; dieser wird jedoch nicht so gross, wenn man nicht beide hiei 
zusammenhängende Drittel auf einmal, sondern die ihnen entsprechende 
halbe Sehne abnimmt; denn denkt man sich F mit J, dann J mit O und 
F mit O durch Gerade verbunden, so entsteht hier ein Dreieck, 
und da in jedem Dreiecke die Summe zweier Seiten stets grösser 
ist als die dritte Seite, folglich wird auch FO kleiner sein als 
jP J + OJ; es gleicht sich daher der obige Fehler dadurch aus, 
indem FIT als die Sehne des | Winkels annimmt und diese aufträgt. 

Denn nach der obigen DreitheUung ist 

FJ = \AJ = lAB = 13® 21' 49" 
und der Sinus für |FJ => 6® 40' 6 4'', 

wofür nach der Sinustafel ein Längenmass und zwar 
für 6® =« 01045 

für 40' = 00116 

für 54" = 0008 

daher die Sehne for 6® 40' 54" = 0*1164, entspricht; 

daher FJ = 13® 21' 49" « 0*2828; 

es ist aber der Sinus für den ganzen Winkel FCJ msOCJ, also für 

{sin 18® a 0-2250 
21' = 0*0061 
49" = 00002 
18®21'49" «0*2818 = FK, 
somit FJ — FK = 0*2328 — 0*2813 » 00015; 
diesem entspricht nach den Tafehi ein Winkel von 0®5'0", also 

00016 = 0®5'0"; 
wird nun von diesem Werthe der obige Fehler abgezogen, so hat 
man 0® 4' 60" 

0®8'38", 
somit die Differenz D = 0®1'SI2". 
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Es isl also der Fehler bei einem Winkel von 80" ang«nihr gleich 
der Dicke eines feioeii Striches, wenn dieser Winkel zuerst halbirl wird, 
während man nach der obigen Methode bei demselben Winkel obae 
Halbining einen bedeutend grCseeren Fehler begeht. 

Es ist daher viel vortheilhafler, bei diesem Verrohren den ge- 
gebenen Winkel, wenn er nahe an 90", oder auch darüber ist, m- 
erst zu halbiren; die Halbirung soll jedoch auf die Art des Ver- 
fassers vorgenommen werden, weil man nach derselben die alleh- 
falls zur BisectioD erforderlichen Stficke zugleich auch für die Tri- 
section benutzen kann; es muss z. B. die Linie A C über C hinaus 
verlängert und die Verlängerung A'C => AC gemacht werden, um 
den Punkt A' zu erhalten, wo dann CJ\\A'B gezogen, den Win- 
kel ACB halbirt; der Punkt A' mufs aber auch wegen der Drel- 
theiluDg bestimmt werden. Somit wird die Construction viel ein- 
facher und richtiger, zugleich aber auch mit dem Vortbeile, dass 
man die Tbeilungspunkte schon an Ort und Stelle bat, wo ei« seil 
8oUen. 

Handelt es sich jedoch nnr um dtin dritten Theil, so kommt 
man viel schneller und eben sa richtig zum Ziele, wenn man d« 
Winkel nur nach dem Augenmuse halbirt u. t. w. me mvoit DtB 
Fehler wird auch dann nur sehr gering sein, weil auch ila rnn^Uto 
halbe dritte Seite des Dreieckes gMommen wird. ':ir 

Ftff. St. Ist der Winkel fiber 90", abai 

I such Bähe an 180**, so kann nuh 
1 ihn fben M genau triseoiren, -wMi 
I man ihn ttiersi haibirt, oder mtk^ 
I indem man aho zueibt Ib vier 
I glrifhe Theile theilt , und dann 
I den dritten Theil -von dem Gan- 
I zcn hO sucht, wie diess Fig. 91 
I zeigt. Ist RämIicb,-jlOB der zu 
I Iheilende Winkel, so theile man 
I ihn in vi« gleiche Theile, wodurch 
I man alflo die drei Theilungsponble 
I D, C, C erhält ; alsdann ziehe man 
Gerade CC, führe aus i&. 
I durch und £ die CP und CG, 
I auf welcher jeden von den Peri- 
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pheriepankte am der Durcfameesir AA* aurgetragen wird-, verbin- 
det man endlich die eo erfolgten Punl(te P und Q mit dem Hittel- 
punkte 0, 60 erhält man den Bogen BJ ^\AB, 

Diese Punkte erhält man aber auch dadurch, indem man, wie 
zuvor, AO big A' und BO bis JB* verlängert, aus A' so wie aus 
W durch C Geradu Tührt , auf jeder von C aus den Durrhrnesser 
aufträgt und die so erfolgten Punkte F' und Q' mit dem Miltel- 
punkle verbindet. — Diese Funkte fallen, wie man aas der Con- 
slruction sieht, fast in direelbe Gerade, so dass es doch alles eins ist, 
ob man dieses oder Jenes Verfahren anwendet. Nur die Rechnung 
zeigt einen Unterschied, welcher jedoch nicht sehr bedeutend igt. 

XXVI. Trisecttoiis-Methode. 

Ein ihnlicheg Verfahren der Dreilheihing des Winkels besteht 
» Folgendem: 

^9- «■ Es fei XCB (Fig. 92) der 

I in drei gleiche Theile zu Ihei- 
lende Winkel. Man verlängere 
beide Schenkel Qber die Spitze 
I hinaus, mache BT = A'C =^ 
J^^AC, ziehe die Gerade 
\ A'BD und mache auch BD 
' BC\ alsdann verbinde man 
I B' mit B und den so erfolgten 
Punkt B mit C durch Gerade* 
I ao ist 

arcBE = *nrc.4ff und 
'^_BCE = ^ACB. 
Auch dieses Verfahren lässt sich durch Rechnung sehr leicht 
erproben. Setzt man nun zu diesem Behufe der Kürze wegen den 

■^ACB =" a, A'BC = ß und B A' C = y, 
ferner -^UDE = m,BB'E => n und BCE = x^ 
BO hat man: -y^u = j3 + j- ==. 2j5 = 2}*, 

daher ß = - =»14-«; 

wird also a als bekannt vorausgesetzt , so ist u 
äa ß = y ist, 80 hat man ß = m '\- n 
SS d gegeben. 

FlalkowtU, Tlitiliiil d« Wlnktli. 




180" — a und 
daherauchV DBT 
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mm I 1^^ fc,. II, ■ ■ ^ 

Setzt man ferner den Halbmesser AC ss i, so folgt, da BH 
«BCsB'Cist, 

BD = AC :^ l und BB' = 2; 

da also in dem aufzulösenden Dreiecke BB' D die zwei Seiten BIP 
so wie B B' und der von ihnen eingeschlossene Winkel bekannt ist, 
so kann es trigonometrisch aufgelöst werden, und zwar mittels der 
bekannten Formel 

tang (--; = «ang (^_J . ^^-^^^^ 

substituirt man in diese Formel die obigen Werlhe der Seiten, 
so folgt 

Da aber »i + ** =" ö ^'^^ ^^ ^^'S* daraus 

m-\- n « 

welcher Werlh in die letzte Gleichung substituirt, gibt 

/m — n\ . «1 
tang (-^) - tang -. - 

oder 

laiig (^-^J — *«ng i • 0-S- 

Dies ist nun die Formel, mittels welcher man sehr leicht die 
Differenz der Winkel, deren Summe bekannt ist, berechnet, und ans 
den beiden so bekannten Gleichungen den doppelten Winkel des 
Dreieckes BB' D d. i. 2 n = or findet« 

Da nach dieser Construction das Verhältniss der zwei Seitea 
BB und BB* un geändert bleibt^ so wird auch der Factor | ob 

« 

0*333... = 0*3 nicht verändert; somit ist in diesem Falle die Un- 
tersuchung höchst einfach und ähnlich der in der vorhergehenden 
Methode. Doch sind hier die Resultate verschieden, welches seinen 
Grund darin hat, indem hier die Dreiecke bei jedem Winkel umge- 
kehrt liegen, welches auf den gesuchten Winkel einen Einfluss hat. 
Setzt man also a = 10^, so hat man 

= tang 2" 30' . 833333 . . ., 
daher log tang (^^^1^^ ^ lg tg 2" 30' + lg 3383333; 



131 

n«n ist loglangao go' = 8.fl40093I - I0| ^^^^^^ ^^ 

und Iog0'd3d8888 «s 0*6228786— l| ^ 

gibt 91629717 — II , 

daher log tang ( ^~ J = 8-1629717 — 10. 
Diesem entspricht 0^50' r\ 

also ist ^1-^ = 0*^60' 1", 

somit 991 — n a 1^40' 2"; 

da also m + n ^ 4^59^60^' ist 

und m — n = 1^40' 2'' gefunden ivurde, 

80 folgt durch Subliaclion dieser zwei Gleichungen 

2n = 3® 19' 58", 
und da 2n s=s^ x nach der Constniction ist, so ist 

X = 3® 19' 58". 
Vergleicht man nun diesen gefundenen Werth mit dem wahren Prit» 

tel, so hat man, da ? = lo® : 8 = 8®20'0" ist, [ 

^ — x = 3® 19' 60" — 8®19'58" V 

=t F = 0® 0' 2". 
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Also ist der Fehler bei 10^ zwei Seounden, somit beim gewöhnli- 
chen Zeichnen als Null anzusehen» 

Vergleicht man dieses Resultat mit dem der vorgehend^ Methode, 

so sieht man, dass hier der gefundene Winkel um -i^wei Seounden zu 

klein, hingegen bei der vorhergehenden' um foiifSecund^noi gross ist. 

Eine weitere Untersuchung steigt, dass je grösser der zu thei- 

lende Winkel ist, desto grösser auch der Fehler wird. 

Wird nun der Werth für jeden einzelnen Winkel in die obige 
allgemeine Formel substituirt und von 10 zu 10 Grad gerechnet, 
so findet man folgende Resultate und Fehler: 

Für a = 10*^ ist x = 3® 19' 68" also F =: 0® 0' 2^' 
„ a = 20<> „ j? = 6° 89' 82" „ F = 0® 0' 28" 

„ a = 30® „ j? = 9^68' 88" „ F = 0** 1'22" 

„ « = 40*» „ a? «r 13® 16' 22" „ F = 0® 3' 88" 

. ^ « = 50® „ J? = 16®82'62" „ F == 0® 7' 8" 

„ a = 60® „ J? = 19®47'32" „ F = 0®12'28" 

„ a = 70® „ a? = 23® 0' 2" „ F = 0®19'68" 

^ « = 80® „ J? == 26® 9' 54" „ F = 0®30' 6" 

„ « = 90® „ a? «= 29® 6' 40" „ F == 0® 58' 20^'. 

9* 
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Aus dieser schemaliechpri Darstellung sieht tnaii leicht ein, 
Atm der Feliler von (0" angefangen bedittlcnd wächBl, und dasfi 
man diese Methode bei grösseren Winkeln nicht immer anwenden 
kann; doch ist diese Methode deesbalb vorlheilhaft, weil man bei 
Anwendung derselben ausser dem Theilungskreise nicht so viel 
Raum braucht, indem hierbei auf der Verlängerung der Linie A'B, 
i. i. auf der Verlängerung der Sihne des Ergänzungswinkels nur 
der Halbmesser aufgetragen wird. Doch wird jeder Winkel, der 
über 90" ist, in Bezug auf die praktische Genauigkeit mittels ein- 
maligen Halbirens so getheill, als man diess nur brauchen kann. 
Ist z. B. A OB{Tig 93) der 
zu llieilende Winkel , welcher 
ungcfiihr HO" hat, fo wird: 
hier bei der graphii-chen Dar- 
stellung der Dreilheilung kein 
Fehler bemerkbar, wenn der 
Winkel einmal halbirt wird ; 
nach der Rechnung wird je- 
doch ein Fehler von ungefähr 
20' Minuten sein. Um jedoch 
auch diesen Fehler zu vermei- 
den, Iheile man den gegebenen 
Winkel in vier gleiche Theile, 
und suche von dem einen oder 
dem anderen mittleren Viertel 
hier z. B. in Fig. 94 von 
dtm Viertel COO deu drit- 
ten Theil so, dass der Th«- 
lungspunkt für die Dreithei- 
lung d. i. J an Ort und Stdle 
kommt, wo er sein soll. Man 
verlängere also zu diesem 
Behufe die C O und ü O über 
den Scheitelpunkt O hinaus, 
führe aus F durch D eine 
Gerade, mache die Verlänge- 
rung DH = DO und ver- 
binde den so erhaltenen Punkt 
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a mit O durch eine Gerade, so i8t 

arc AJ B ^arc ^0 
und "^AOJ = lAOB 

80 genau als man sich diess nur wünschen kann. 

Es Tragt «ich nun hier, woher kommt es, dags diese Genauig- 
keit 80 gross islf Diess kommt daher, weil hier der eine Theil 
des Winkeb F0O = C0D, d. i. MOC^FOL, malhematiGch 
richtig in drei gleiche Theile gelheilt wird. 

Wird nämlich aus B durch O eine Gerade geführt, so ent- 
stehen hier zwei , jedoch ungleiche Theile des Winkels FOG = 
COD, i.i. FOL und GOL, vroFOL = MOC als der grössere 
Winkel malhemalisch richtig in drei gleiche Theile gelheilt wirdj 
denn ea ist U H = DO •= FO = LO, daher 
^ FOL = OFU -\- FHO, 
ferner OFB = OD F =2 FHO, 

Eomit FOL === 2FH0 -^ FHO, 

alw FOL » 3FHO 

folglich FHO = {FOL 

mathematiscb genau. 

Der andere Theil ist desshalb auch als sehr genau getheilt 
MEunehmni , indem er sehr klein ist und die betreffenden Linien 
einander gleich, also BJ^JO 
I e= 60 angenommen werden können. 
Da jedoch bei allem dem die 
I Viertheilung nach der gezeigten 
I Art etwas aufhält , so ist dieses 
I Verfahren auf folgende Art zu ver- 
I einfachen: 

Es sei A CB (Fig. 95) der 
I zu Iheilende Winkel und A B der 
I ihm entsprechende Bogen. Man er- 
I ganze den Bogen JB zu einem 
I Kreise, verlängere die beiden Schen- 
I kel über den Scheitelpunkt C hin- 
: , luhre aus A' durch B eine 
J Gerade, mache BD =^ BC, ziehe 
I aus C durch D eine Gerade, mache 
I D'O <= BD Ef BC= demHalb- 



flff. PS. 
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messer und verbinde D' mit W ^ so ist arc B£ a | iUB und 
'^BCE =^\ACB^ welche Construction ohne Halbirung mit einer 
ausserordentlichen Genauigkeit ist. 

Warum? Verlängert man CD über C hinaus und bezeichnet 
die Winkel mit einfachen Buchstaben, so wie sie in der Figur an- 
gedeutet sind, also ACQ mit a^ A'CF mit a\ BA'C mit jS, 
A*DC mit y u. s. w., so ist der Winkel A* CF =i ACG oder a' «s « 
als Scheitelwinkel; und da BD = BC = A'C^CF ist, so folgt 

mathematisch genau; denn es ist 

femer /! = d 

und * = y -|- y' = 2y = 2 /, 

somit a'c=32y-|-y = 3y, 

daher y s= |a' = |ä. 

Oder es ist ^BCG = ^ACB, 

folglich muss er J von ACO sein; es bleibt daher nur noch der 

Rest BCO = B' CF in drei gleiche Theile zu theilen. 

Da nun nach jedem von unseren Verfahren ein kleiner Win- 
kel auf Secunden genau trisecirt werden kann, so wendet man eines 
dieser Verfahren hier an, wodurch das Resultat auf Secunden ge- 
nau erhalten wird» Man braucht jedoch keines von diesen Verfah- 
ren anzuwenden, denn nach der obigen Construction ist auch der 
zweite Winkel B C 6 «» B^CF sehr genau in drei gleiche Theile 
getheilt, indem hier D*.E=»D*0 angenommen werden kami, so 
dass dann 

arc BQ'\'EG ^ BE ^ \AB 
näherungsweise, jedoch mit einer sehr grossen Genauigkeit erfolgt. 

XXVII. Tr isections-Methode. 

Dieses Verfahren ist eine Substitutions-Methode aus der Poly- 
sections-Methode abgeleitet. 

Es sei iiCB (Fig. 96) der zu theilende Winkel und EN der 
ihm entsprechende Bogen« Man nehme auf dem Schenkel A€ «ine 
beliebige Einheit CH an und trage sie von D nach E nochmals 
auf, beschreibe aus D mit dem Halbmesser «s ijD über CM einen 
Halbkreis CF£, dann aus C mit C E den Bogen GE^ und aus 
E mit demselben Halbmesser den Bogen GCgj wo dann EN Aer 
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^9' 96. 2U theilende Bogen ist 

Wird nun das Stück 
BE des Schenkels AC 
in drei gleiche Theile 
getheilt und aus dem 
Punkte M durch den 
ersten und zweiten 
Theilungspunkt Gerade 
bis zu der Peripherie 
des Halbkreises ge- 
führt, zuletzt aus dem 
Scheitelpunkte C durch 
die so in der Periphe- 
rie des Halbkreises er- 
folgten Punkte J und 
K die Geraden CL 
und CM gezogen, so 
erhält man die Drei- 
theilung des Bogens 
und des Winkels, so 

dass arc £P = P0 «> 02V =r \EN und ebenso V ACL « LCM 

^ BCM^ ^ACB ist. 

Mittels des Halbkreises CFE kann man jeden beliebigen Win- 
kel bis 90® auf dieselbe Art in eine^ beliebige Anzahl gleicher 
Theile theilen, wie dieses später bei der Yieltheihing gezeigt wird. 

Um die Theilung des StAckes DE m vermeiden, trägt man 
eine beliebige Einheit auf dem Schenkel AC von C aus 6mal auf» 
benützt aber nur die 8 letzten durch das Auftragen erhaltenen Thei- 
hmgspunkte, wenn man aus dem Punkte fl die Transversalen zidit.. 




XXVIII. TrisecfionS'Methode. 

Es sei AO B (Fig. 97) der zu trisecirende Winkel 
Man verlängere den Schenkel AO über den Scheitelpunkt O 
hinaus, und mache C O tss AO; ziehe aus B zu iiO die Bu* pa- 
rallel, halbire dann die Sehne AB in D, und trage auf der Pa- 
rallelen B u' von B aus den Abstand des Halbirungspunktes D von 
dem Punkte C d. i* die CH auf ; nun verbinde man den so erfolg- 




len Punkt B mit dem Punkte C durch eine Gerade, führe aus den 
Scheileipunkle O durch den Halbirungspunkl D eine Gerade bis die 
Verbindungslinie CE gCEchnitten ist; aUdann fsGse man die Ent- 
fernung CF in Zirkel und durchschneide damit die Parallele fitt 
von B aus bei O. Wird endlich der so erfolgte Punkt O mit dem 
Scheitelpunkte O durch eine Gerade verbunden , so schneidet diese 
von dem Bogen A B den dritten Theil ab, welcher auf A B aufge- 
tragen, mit sehr grosser Genauigkeit die Dreitheilung des Bogens 
vad somit, U und J mit O verbunden, auch die des Winkels gibt. 

XXIX. Trisecltons-Methode. 

Das hier nachfolgende Verfahren ist desshalb sehr interessant, 
weil man mit den Conslructions-Xinien gar nicht über den Theilungs- 
kreis hinauszugeliHi braucht; es besteht im Folgenden: 

Fig. »a. Eb sei ACB (Fig. 98) 

der zu theilende Winkel. 
Man Verlängereden Schen- 
kel A C über C hinaus, 
trage dann auf dieser 
Verlängerung von C aus 
eine beliebige Einheit Cl 
dreimal auf, beschreibe 
mit CS = CJ9 den Halb- 
kreis ^B0, und halbire den Bogen AB in E (am leichtesten, indem 
man aus C zu der gedachten Sehne fiif eine Parallele zieht); ver- 
binde den Punkt E mit B durch eine Gerade und beschreibe aus 
dem Punkte 2 mit CO = AC= C3 den Bogen EG. Dieser Bo- 
gen lässt sich auf dem gegebenen Bogen AB mit einer sehr gros- 
sen Genauigkeit dreimal auftragen. 

Da diese Methode höchst einfach, zugleich aber auch tehr 
leicht zu merken ist, so wollen wir sie einer näheren mathemati- 





gehen Bclrachtnng; wSrdigen, zuidbI, da sie die zur Rechnung nölhi- 
gen Dalen in sich enlhält. 

Ft§- M- Belrachten wir in Fig. 99 

das Dreieck FHD, so fin- 
den wir, da«8 in demselben 
zwei Seilen und der der 
grösseren Seile gegenfiber- 
fitebende Winkel bekannt ist ; 
es ist nämh'ch bekannt : d.'e 
Seilen fH, DR und der 
der Seite FR gegcnäberlie- 
gende Winkel FDB. 

Setzt man nun der Kürze wegen 

die Seite DF =^ a, 

, FR = b, 

nnd n DB = e\ ferner 

den Winkel FDH = ß, 

DFR =' ff, 

to hat man 

b : e = 6inß : einy, 

f sin ff , ^ 

woraus sin j = - ■ -- (IJ 

folgt. 

Mittels dieser Formel kann man also jeden beliebigen Winkel 
«, welcber als ein Süsserer Winkel des Dreieckes 0flff ist, dessen 
Sehne FG die zu suchende Drittel-Sehne sein soll, linden, indem 
mau dem gegebenen Winkel ip und folglich auch dem Winkil ß 
nach und nach verschiedene Werlhe gibt. 

Setzt man nun A b> l, 

BO ist c E3 1 OB 0-3383 ; 

nimmt mau femer den Winkel tp ^ 80** an, 

so hat man, da der Winkel ß als der Peripherie-Winkel des halben 

gegebenen Winkels ist, 

^ - I = 7»30', 
daber hat man ans Formel / 



mj, = j_ 

und wegen c : 



folgt «in y - 1^^— * , ^^^^ abgekarrt, 

gibt sin y = I . 8in ^ • • • • • • 

Substituirt man in diese Formel die obigen Werthe^ 
so folgt: siny = 0*8888338. sin 7^ 80^ 

daher log sin jf =3 log 0*888 . . . 4- "oS ^ui 7® 80^ 

Nun ist log 0*833 0-62J8787 - I T ^^^^ ^j^j . 

und log sin 7° 30' = 9^156977 — 10 j 

gibt 9*6885764— II, 

daher log sin y = 8*6385764 — 10, 

diesem entspricht 2° 29' 34*76". 

Da also ß = 7® 30' 0" ist, 

und y = 2® 29' 34 76" gefunden wurde, 

so folgt ß + y = 9** 59' 31-76" • 

es ist aber /J -|- y = a? = dem äusseren Winkel des Dreieckes 
EDBj also ist 

X = 9^ 59' 34-76". 

Da also der Winkel x dem Dreiecke FOH, in welchem Fß 
ssa OH =s AC = l ist, angehört, und der Sehne FO entspricht, 
welche in dem gegebenen Bogen ^ B dreimal enthalten sein soll, so 
ist der Werth von x der gesuchte annähernde Werth. 

Wird dieser Werth von dem wahren des gegebenen (hier an- 
genonunenen) Winkels abgezogen, so erhält man, 
da x„ = 9*^ 69' 60" 

und Xg = 9^ 59' 84*76" ist, 

x„ — a?a = 0® 0' 25*24"; 
also ist der nach dieser Construction bei der Dreitheilung began- 
gene Fehler s=s 25*24 Secunden« 

Um den Werth im Längenmasse zu finden, haben wir: 

IFG = FH sin-: 
■ 2 

und da FH =1 und - = 4®59' 47*38" ist, so hat man 

2 ' 

iFG = sin 4® 59' 47*38", 

woraus logj FG = log sin 4® 59 '47*38" folgt; 

und da 

log sin 4® 59' 47-88" = 8-9398822— 10, 

60 folgt log 4 F6f = 0*9398822 — 2 ; 
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diesem entspricht 0*0870627; 

man hat daher \FG = 00870627 

und FG a> 01741254 «• der Sehne dee Wüikda 

von 10®, indem q> «> 30® gesetzt wurde. 

Da nun naeh der Sehnen-Tafd 

Sw »B 0*1743114, und die gdundmie 
Sehne s, «. Ol 74 1264 is t, so folgt. 

Sw — 8« = 0001860. 

Also ist der Fehler im Ldngenmasse 

F= 0000186 «jjJlf^ 

oder wenn man im Zähler die erste Ziffer um 1 erhöhet, ist 

'^ — röo?>o — sööi?' 

Somit ist der Fehler so gering, dass man ihn beim Zeichnen 
als ansehen kann. 

Führt man nun die Rechnung so fort, so findet man weiter 
für 9> = 45®, y = 8® 43' 42' 

ß^ 11® 16' 0" 
also a?a = y + /J -=» 14® 68' 42" 

und da a?w = 14® 69' 60" ist, 

so folgt durch Subtraction dieser Werthe 

w^ — j?a = 0® 1' 18"; 

man hat daher bei einem Winkel von 46® den Fehler F sa 0® 1' 18". 
Für 9 =» 60® ist F = 0® 8' 2*77" 

für 9 = 90® ist F = 0® 10' 17". 

Man sieht also hieraus, dass der Fehler desto grösser wird, 
je grösser der Winkel ist; doch ist der Fehler selbst bei den 
Winkeln, die nahe an 90® sind, noch immer gering. 

Um nun auch diesen Fehler bei grösserem Winkel zu ver- 
meiden, ist nothwendig, den gegebenen Winkel zuerst in vier gleiche 
Theile zu theilen, und dann von jedem der zwei mittleren oder nur 
von irgend einem Viertel den dritten Theil zu suchen. Dadurch ist 
man im Stande, nicht nur die Winkel, Welche unter 90® sind, son- 
dern auch diejenigen, welche über 90® betragen, auf Seconden ge- 
nau zu triseciren. 

Ist z. B. der zu theilende Winkd^> « 186% itdso der Wfadnt 
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f^O- «"'■ ÄOB (FiglOO), sotheileman 

ihn zuerst in vier gleiche 
Thcile (welches nach unBerer 
Methode sehr leicht ist), als- 
dann suche man von dem ei- 
nen Theile die^Dreilheilung 
und Iheile fo auch die übri- 
gen drei Tfaeile, wodurch man 
also euch von dem ganzen 
Winkel die btlnffenden Thei- 
lungspunkle finde). 
Da jedoch die gewöhnliche Vieriheilung zu lästig; wäre, und man 
hier nur den einen vierten Theil und zwar was immer für einen benülzt, 
80 ist es vorlheilhaft, nach unserm Verfahren nur den vierten Theil des 
Bogci» abzuschneiden und diesen dann zu triseciren. Am einfach- 
sten wird diess auf folgende Art eusgeführt: 

Man führe aus dem Punkte B durch C eine Gerade, mache 
CD =a CO und führe aus D durch eine Gerade bis £, so ist 
arc AE ^ 4 '^''i "i"> verbinde man den Punkt E mit C iatisk 
eine Gerade, Iheile die C in drei gleiche Theile und beschreÜM 
ans dem zweiten Theilung^punkte, d. i. aus 2 mit dem HalbmeJK^ 
C den Bogen F Q, welcher der sechste Theil von A B sein wird. 
Wie man aus dieser Constniction sieht , ist der Bogen fP 
eigentlich | von dem Vierlei, und somit f von dem ganzen gegdt«- 
nen Bogen; daher FO auf AB zweimal aufgetragen, gibt dti 
drillen Theil des gegebenen Bogens. 

^'i"- ^^^- Will man hingegen bei einem Win- 

kel, der nahe an 2 B ist, den Bo- 
gen fürs ganze Drittel erbalten, so 
verfahre man, wie folgt : 

Es sei AOB (P'ig JOI) der 
zu theilende Winkel und J B der 
ihm entsprechende Bogen. Man Iheile 
den gegebenen Bogen AB in 4 
gleiche Theile, wodurch man die S 
Thcilungspunhte 0, Fy G erhält; 
alsdann fähre man aus D durch 
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ita Miltelpaiikt O eine Gerade big zu dem Peripheriepnnkte B nnd 
verbinde den Pankt E mit den 2 librigen Punkten der Viertheilung^ 
An gegebenen Bogeng; theiU man zuletzt den Halbmesser £0 in 
S gleiche Theile , und beschreibt aus 2 mit E zwischen den 
Sehnen EF und EG den Bogen HK, m lägst sich H.K auf AB 
dreimal auftragen, wodurch man also 

arc Ah^- LM = M8^ \AB 
nnd -^ AOh^ LOM = MOB ms^AOB erhalt. 

Wollte man noch gencnier verfahren, so sucht man den achten 
Theil von dem gegebenen Bogen y nnd von dem gefundenen Achid 
das Zweidrittel, wodurch jeder Winkel bis 180" auf Secnnden ge- 
Bia trieecirl wird. 

XXX. Trisections-Hethode. 

Es sei AGB (Fig. |02) der gegebene Winkel, welcher so 
wie der ihm entsprechende Bogen in drei gleiche Theile getheill 
werden soll. 

F/a. tof. Man verlängere den Schen- 

I kel BO über Bund den OA 
I über hinaus, mache BC so 
wie DO •es AO^ verbinde den 
I Punkt C mit D durch eine 
I Gerade, errichte im Punkte B 
I der CO eine Lolhrechte, bis 
I die C0 in £ geschnitten wird, 
I Ro lässt sich die Tangente BE 
I auf dem gegebenen Bogen A B 
] dreimal außragen. Somit BE 
auf Ä B dreimal aufgcliagen, gibt arc AS = IIl = IIB = ^AB 

nnd ■y^o/»=-^joj/ = -^/roB = A^ofl. 

Die zwei Halbkreise, welche hier der Deutlichkeit wegen ge- 
zogen wurden, können bei der Conelruction auch weggelsfsen wef 
den, so dass man dann nur die Verlängerungen zu ziehen und 
gleich dem Halbmesser zu machen braucht, wodurch die Conslnic- 
tion vereinfacht wird. 

Dieses höchst einfache Verfahren kann jedoch nur bei den 
Winkeln von 1 bis 60° angewendet werden, weil Ober 60** hinaus 
der Fehler sehr rasch wächst. Bei einem Winkel von 60" ist der 
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Fehler 0® 3' 6^'; also der geiiiodene Winkel wird um 8 Minulen zu 
klein. — Bei dem Winkel von 90® ist der Fehler l« 5' 2'' , d* h. 
das gefundene Drittel ist um dieses Mass zu klein. 

Die Fehler findet man auf folgende Art: Setzt man z. B. 

ferner -}{ ED 0= w, und B CE = y ; 

und eben so ii O = H O = 1, also CO s=: 2, 

80 hat man nach der bekannten Formel 

«ang (^)« lang (^) • ^ = tang ?i\ | = tang 30« 0-3. 

und log tang _ H? s=logtang30®+ '^S^'SSSSS..; 

nun ist log lang 30** = 9-7614394 — lOl 

und log 0-3333833- =:r 0-6228787 — ij ^«'<''>«* """"''» 

gibt ] 0*2848 181 — 11, 

daher log tang ~"^ s=s 9*2843181 — 10. 

Diesem entspricht: 10*> 53' 86"; 

folglich ist ^-=^ = 10» 68' 8««, 

daher j? — y = 21® 47' 12'' 

und da j? + y = 60® 0' 0' ist, 

so folgt 2 0? = 81® 47' 12", 

daraus x = 40® 58' 86" 

und y =; 19® 6' 24". . 

Es ist also BE = BC , tang 19® 6' 24" 

und da JB C = l ist, 

so ist BE = tang 19® 6' 24", 

daher log B^ = log tang l9® 6' 24" = 9-5895920 — 10 . 

oder log BE = 0*5895920 — 1; 

diesem entspricht 0*3464112. 

Es ist aber nach den Sehnen-Tafeln 

Chorda 20® — 0'3472964 
und B E= 3464112 

daher die Differenz » 00008852; 

also ist der Fehler F = 0008852 

= -^— SS — W 
^^ ÜODUO I2i0* 
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Ee ist also der Fehler etwas Aber föSöi' '■ ^- ^'* Tangente 
BE, welche ate die Sehne des Drittels angenommen wird, ist um 
j^^ zu klein, wenn sie mit dem wahren Werlhe der Sehne ver- 
glichen wird. Der obige Wertfa gibt, im Gradmasse ausgedrfickt, 
0" s' «". 

Substiluirt man nun für a, 10, 20, 80, 40, SO, 70, SO and 
90*, 80 findet man, dasB der Fehler wachet und wie schon' bemerkt 
wurde, bei dem Winkel von 90^* bedeutend, also ^ 0-0182936 ■« 
looä = eIo ^'i*^ i welches im Gradmaese ausgedrückt 1" 6' 2" gibt. 

Da jedoch dieses Verfahren noch bei einem Winkel von 60** 
eine praktische Genauigkeit gibt, so kann man es mit Vorlheil an- 
wenden, sobald man den gegebenen Winkel halbirt und mit der 
Hälfle die Dreitheilung vornimmt. 

Doch kann man auch ohne Halbirung den dritten Tbeil da- 
durch finden, indem man eine Verbesserung vornimmt, wenn man 
nämlich aus C zu CO einr Parallele führ), welche die Verlängerung 
dfs gegebenen Bogcns schneidet und eo den richtigeren dritten Theil 
für den Bogen A B gibt. 

XXXI. TrUeetlous-Metbode. 

Folgende Methode gehört unstreitig zu den einfachsten und 
richtigsten ; auch geht sie sehr weit und genau, wie sich diess aus 
der Consiruclion und Riehnung ergibt. 
Fiff- 103. 

Es sei ACBiFig. 
103) der gegebene 
Winkel, welcher in 
drei gleiche Theile 

gelheilt werden 
soll Man trage auf 
dem einen Schenkel 
hier auf JCvonC 
aus ein beliebiges 
Stück hier CI dreimal auf, beschreibe ans C mit dem Halbmesser 
= CHI den Halbkreis DFEG und aus II mit 11111'== llt über 
IUI einen Halbkreis (welcher, wie wir bei der Bisection gezeigt 
haben , der geometrische Ort für Atn ersten Theilungspunkt einer 
jeden beliebigen, vom Punkte D aus im Halbkreise DFG gezoge- 
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nen Sehne ist, wenn solche in drei gleiche Theile getheilt wird). 
Nun errichte man im Scheitelpunkt C des gegebenen Winkels I>C£ 
eine Senkrechte bis zu dem Bogen DE verlängert, beschreibe aus 
dem Punkte G mit dem Radius gleich der gedachten Neunziger 
Sehne FO einen Bogen, bis der Schenkel AC in U geschnitten 
wird* Dieser Punkt ist also der Mittelpunkt für den Trisections- 
bogen. Wird nun aus dem Punkte H mit dem Halbmesser = DM 
ein Bogen, hier DKj beschrieben, so ist dieser der Trisections- 
bogen für jeden beliebigen Winkel von bis 180®. 

Um also mittelst dieses Bogens die Dreitheilung vorzunehmen, 
braucht man nur die dem gegebenen Winkel und Bogen ent- 
sprechende Sehne DE zn ziehen, welche den über IUI beschrie- 
benen Halbkreis in J schneidet, durch diesen Punkt aus I eine Ge- 
rade bis zu dem Trisectionsbogen zu ziehen, hier bis Kj und aus 
C durch K bis zu dem zu theilenden Bogen eine Gerade zu führen, 
wodurch 

arc DL csxlDE 
und -^^ DCL ^{DCE 

abgeschnitten wird. 

Wie die Versuche in grösserem Massstabe gezeigt haben, ist 
dieses Verfahren sehr genau ; auch ist der Trisectionsbogen, welcher 
aus dem Punkte fl beschrieben wird, eine äusserst genaue Substi- 
tution für eine Trisectionscurve. 

Wir wollen nun sehen, was uns die Rechnung hierüber sagt. 

Um den Winkel DCL zu finden, welcher nach unserer Con- 
struction der dritte Theil des gegebenen sein soll^ muss man zuerst 
die Winkel des kleinen Dreieckes HKl suchen. Denkt man sich 
nun die HK gezogen, so hat man im Dreiecke EfKl die Seite HK 
und HZ, so wie den der Seite HK gegenüberliegraden Winkd 
HCK bekannt. 

Setzt man CH as ] , so ist nach der C!onstruction C/sa 
r/r = Ilin^ i = 0-833...; Df = f = 0-666.... ferner GB 
B der Neunziger Sehne FG s» \/% = 1*4142136; und da H der 
Mittelpunkt des Trisectionsbogens DK ist, so folgt HK =s DH'^ 
nun ist aber 'DG =^ 20000000 

und G H = G F = \/2 = 1'4U21S6 

daher DH = DG — GH= 2 — v/2 = 0-6857864 = HKy 
da ferner, wie die Construction zeigt 6f H -(- l' f grösser ist, als 
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Üer Dardunetser DO^ so findet man fl/, indem «lan von der Summe 
dieser zwei Stücke den Durchmesser abzieht; 
da. also OH = \/2 = 1*4142186 

und HI s=s I = 0*6666666 ist, 

80 folgt OH -f P J SS \/2 4- I = 20808802, wovon 

DO itea 2 abgezogen, 

gibt HI «00808802; 

eben so findet man HC, indem HC =s HO — CO rss\/2 — 

1 B 1-4142186 — 1 =s 0-4142186 ist. 

Setzt man nun den Winkel DCE c=s 130% 
80 folgt ^ ECO oa 180® — 180® =« 60®, 

daher ^ CDE = CED = 60 : 2 = 25®; 

and da V HJI ein Winkel im Halbkreise ist, 

so ist -^ DJI = 90® , 

daher -^^ Hf J = 90 — 26® = 66®; 

man hat somit im Dreiecke HKl: 

HKiHl a sin 66® : sin HKI^ 

woraus sm HKI = — ^^ * • (0 ; 

sabstituirt man in diese Formel die obgefundenen Werthe, 

, , , . „ ^ r 0-0808802 sin 65^ 

80 folgt: sm HKl = ^.^gg^^^^ . 

daher 
log sin H JfiT J = log 00808802 + log sin 66® — log 0-6867864 ; 



, welches addirt, 



nun ist log 00808802 = 0*9078422 — 2 

und • log sin 6^® = 9-9572767 — 10 

gibt * 10-8661179 — 12, 

und hievon log 0-5857864 = 07677392 — 1 abgezogen, 

gibt 10*0973787 — 11, 

daher log sin fl JT! = 9 0973787 — 10. 

Diesem entspricht: 7® 11' 19'', 

es ist also ^HKI= 7® 11' 19"; 

und da -^THIK^ 65® 0' 0" ist, 

so folgt HKl+HlK = 72® 11' 19". 

Es ist somit auch der Winkel DHK bekannt, und zwar als 
ein äusserer Winkel des Dreieckes HIK^ 
somit />H£:= 72® 11' 19". 

Wir können somit aus dem Dreiecke HCK den Winkel HC£: als 

Fialkow»ki, Theilung des Winkels, 10 
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das Tra gliche Drittel berechnen, denn es ist durch den Winkel J9H IC 
die Summe der Winkel HCK und HKC gegeben. 
Man hat somit, nach der bekannten. Formel: 

{HCK—HKC) . HCK+BKC HK-^HC 
**"« -% '^^ * BK^C-' 

substituirt man in diese Formel die obgefundenen Werthe, so hat man 
lang-l±_fLli := tang 36» 6' 39-8" X 0-1715728 .... (11), 

A 

und log tang f— ^^ — ^—^ = logtang 36*^5' 39-6" + Iog0-1715728; 

nun ist log tang 36® 6' 89-5" =» 98627634 — 101, welches 

und log Ol 71 6728 = 2344485 — I f addirt, 

gibt 100972119 — 11, 

daher log tang ^^^^ = 9-0972119 — 10. 

Diesem entspricht: 7® 7' 47*7"; 

es ist also i(_ BCK^BK t ^^07. 47.7/.^ 

daher ^BCK — HKC^ 14^15' 36-4", 

und da ^ HCK + HKC = 72® 11' 19" ist, 

so folgt -^2 HCK = 86*26' 54-4", 

also -^ HCK ■= 43* 13' 27-2". 

Da nun der dritte Theil des hier angenommenen Winkels, 
also 130:3 =» 43® 19' 60" ist, 

und y HC IC s=a 43® 13' 27'2" gefunden wurde, 

so folgt der Fehler JP = 0® 6' 32.8". 

Man sieht also daraus, dass der Fehler sehr gering ist; drückt 
man diesen Fehler im Längenmasse des Bogens aus, so hat manr 
für 6' den Fehler F = 0*0017458, 

für 32" ,^ „ F = 00001551, 

daher für 6' 32" den Fehler F = 000 19004, 
oder JP — 0-002 = ji^ — ^, 

für den Halbmesser «xs 1. 

Betrachtet man die Construction genau, so sieht man leicht 
ein, dass in den zwei zur Berechnung des fraglichen Drittels auf- 
gestellten Formeln ausser den Wer then der Winkel die andern Werthe 
constant bleiben ; man hat daher 

sin HKI = 01880711 .sin HIK .... (III) 

und tang ^^^""^^^ „ 0-1715728 .tang ^^.•. (IV), 
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in Molchen Formeln die in besonderen Zahlen ausgedrückten Werihe 
für jeden beliebig angenommenen Winkel ungeändert bleiben, weiss- 
halb also die Berechnung eines jeden Drittels sehr leicht und schnell 
gefunden werden kann. 

Nimmt man nun den Winkel DCE = 90® an, 
so folgt -^ CDE ^ 45^ 

daher auch ^ HIK = 45®, 

daher sin HKI = 1380711 .sin 45% 

somit log sin HKI == log 0*188071 1 + k>g sin 45®; 

nun ist log 01380711 = 01401030 — 1\, welches 

und log sin 45® = 9 8494850 — lof addirt, 

gibt 9-9895880 — 11, 

daher log sin HKI = 8-9895880 — 10» 

Diesem onfspricht: 

5® 36' 10", 
es ist somit ;^ HKI = b^ 86' 10", 

•und da HIK = 45® 0' 0" ist, 

so folgt HKI-\'HIK = £0® 36' 10", 

daher |(HJS:/ + fl/fi:)= 25® 18' 5". 

Substifuirt man diesen Werlh in die FormellV, so hat man; 
tang ^iHCK — HKC) = 0-l715728.tang25®18' 5", 
und 

log tang |(ffCK^—irÄ:C) = log01715728 + log tang 25® 18' 5"; 
nun ist log 0-1715728 = 0-2344485- l) ^^j^^.^ ^^jirt, 
und log tang 25® 18' 5 " ^ 9-6 7 46114—10) 
gibt 9-9090599 — 11; 

H C K—- H KC 

daher tang =s 8*8090599^— 10. 

Diesem entspricht: 4® 38' 10"; 

es ist also \ {HCK— HKC = 4® 38' 10", 

daher HCiC— HKC« 9® 16' 20", 

und da- HCÄ + flrJSTC = 60® 36' 10 ist, 

so folgt 2 HCK = 59® 52' 30", 

also HCK ^ 29® 56' 15". 

Da alöo' 90 : 3 =s 29® 69' 60" ist, 

und HCK «=» 29® 66' 15" gefunden wurde, 

80 folgt der Fehler F = 0®..3'..42" 

bei tinem Winkel von 90®. 

10* 
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SubslituiTl man nnn in diese 3 Formeln di« W«rlke~(&r be^ 
liebige Winkel und rechnet etwa von 80 zu SO**, so Rndet mao, 
wenn man den angenommenen Winkel mit <py den gerundcaen drit- 
ten Theil davon mit a und den Fehler mit F htzuiclmet , tolgtr^ 
Resultate und Fehler: 
FÜT w = 10" ist* == 3" 20' 6-1", daher F = 0* 0' «" 



9> s> 40" „ i 

tp tB* 70" „ i 
q> = 90* 



19' 


36-8" 


„ 


F = 0° 0' M-7' 


17' 


68" 


„ 


F = 0« 2' »" 


S6' 


18" 


„ 


F = 0» 8' 44-9" 


15' 


34-8" 


„ 


F = 0» 4' 8S8' 


18' 
17' 


27 2" 
11-4" 


;; 


F = 0* 6' Sl-8' 
F = 0* 8' 32.4". 



„ 9> ^ 100" ,, iP i-= 33" 
„ 9> => 130" „ jT =1 43" 
y, ip = 160" « a; = 63* 

Aus dieser schemalischen Darstellung der berechneten Drillcl 
und der daraus sich ergebenden Fehler sieht man wohl deutlich 
ein , wie ausserordentlich genau diese Methode ist und wie weil 
diese Genauigkeit gehl. 

Man sieht daraus, dass diese Methode bis 60" auf Secunden 
und bis 90'* auf die Minuten genau geht, denn bei 90" ist der Feh- 
ler t= 3'. Halbirt man jedoch den zu theilenden Winkel, so wird 
man dann nach dieser Methode jeden Winkel bis 90" auf Secunden 
und bis 180" auf Minuten genau in S gleiche Theile theileji. 

Wir wollen nur noch zeigen, wie man einen Winkel, der fiba 
180" ist, nach diesem Verfahren sehr einfach in drei gleiche TImSi 

theilen kann, wenn man ihn zuerst halbirt, '^'. 
^. .^. . »m 
Es sei der erhd>Nie ^tßjlg 
Ikel ÄCB (Fig. l04-),tj|t 
Inahe an SA es 270" N^ 
I gegeben, welcher gedHlMl 
I werden soll. Man tng»i/t 
I den einen Schenkel, iött'Wt 
MAC, eine beliebige KiniMt 
I CI dreimal auf, führe dnroh 
Iden Mittelpunkt C auf iit 
Igedachte Sehne OE desEr- 
I gfinzungswinkels ACB n 
l4H eine Lothrocble, welche 
|den gegebenen Winkal« M 

wie den ihm entsprechenden Bogen halbirt; trage dann auch md 
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der Halbirnngalinic die angenommene Einheit der CI dreimal auf, 
beschreibe aus dem zweiten Theilun^spunkle; hier ans IP äbtr 
S'in' einen Kreis, mache Temer C6^=CB' und führe durch, C aut 
WO eine Nonnale, welche den gegebenen Bogen iu H und J schnei- 
det; beschreib« aua O mit QB den Bogen HK, und am den a« 
gefnndeneit Funkle £ mit JTF den Bogen «F«, welcher der Trt; 
MClienabogen sein wird. ! 

Verbindet man nun denPnnkt-F mit D und E durch G«ndaj 
tieht in den so erfolgten Punkten Zr und jf auf £ P und D F Nor^ 
nale bis zs dam Trisectionsbogen and fOhrt aus C doreh N und Jt 
Gerade bis zu dem zu theilenden Bogen D FE, so wird dieser nn^ 
folglich auch der ihm entsprechende Winkel in drei gleiche ThdM 
gelheilt, und zwar mit einer aosaerordeatlichen Genauigkeit 

Wie die Substilutjon, die Versndie nnd die Rechnung ztrigen^ 
dürfte dieses Verfahren der Glanzpunkt aller unserer erfundenen nu4 
anfgeatelttefl Uelhoden sein. 

XXXII. TriBeetions-Hethode. 

Ein anderes, dem lelzleren ähnliches Vtifahvcn Üettelit in Fol-" 
geadem : 

/V- m. Es sei JCB (Fig. 105) 

I der zu theilende Win- 
, man trage anfdem 
^n Schenkel Ä C 
I eine beliebige Einheit 
1 6mal auf, beschreibe 
I aus dem Punkte Cmit 
I C6 den' Bogen DE, 
I femer aus dem ersten 

I Tbuilungspunkle 1 mit 

Dl den Bogen DOu, welcher der Drcilhellungsbogen sein wird, 
und aus dem zweiten Theilungspunkte 2 mit D2 den Halbkreis 
DFn, welcher der geomelrische Ort derjenigen Punkte sein wird, 
die jede beliebige im Halbkreise DI Hill von D aus gezogene Sehne 
im YerhSltnisse wie 2 : 1 theilen. 

Wird also die Sehne DE des gegebenen Winkels gezogen, 
in dem hierdurch erhaltenen Durchschnil Ispunkte P eine Normale 
bis zu dem Bogen DGu geführt, und aus dem Miltelptlnkle C 
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durch den auf dem DrejthctlungBbogeR .DCTu erfaal(en«n Punkte G 
eine Gerade geffihrl, so schneidet diese von dem Bogen DE, so wi« 
voD dem ihm entsprechenden Winkel BCB den drilteo Tfacil ab. 
Fit. 10». IstderzolheilendeWfa- 

I kel, hierDC£(Flf:lM), 
grösser ab 8A, eo Ter- 
fahre man auf fUgcnde 
Art mit einmaligeA Pil- 
biren : Man trage anf Je- 
dem der zwfj Schenkel 
I eine beliebige Etnbelt-fimal 
', beEchreibe aus dem 
I Scheitelppnkle C mit dem 
Hslbmesser gleich sechs 
solchen Theilen den Bo- 
I gen DSFPE, Boi»m 
I aus dem ersten Theilungs- 
I punkte des Schenkels CD 
mit dem Halbmesser gleich fünf solchen Theilen den Bogen Dm, 
und ans dorn l. Theilpunkte des 2. Schenkels mit demselben Halbmes- 
ser den Bogen En; femer aus dem zfveiten Theihingspuakle 
des einen Schenkels mit dtm Halbmesser gleich vier solchen TheOcn 
den Bogen Dp, und aus dem a. T|)eilungppnnkte des S. Schen- 
kels mit demselben Halbmeeser den Bogen £yj führe dann aus C 
durch die Funkle B und Q eine Gerade, eo ist CF die Halbinin^ 
linie des gegebenen Winkeh*, welche desto gpnaner bestimmt wird, 
je genauer die Bögen D p und S q , dann die Bögen « u und s g 
beschrieben werden und der Durchschnittspunkt % bestimmt wird. 

Man bat also auf diese Art die Halbirungslinie , femer dieje- 
nigen Bögen, welche den DritleUTheil der Sehne des halben Win- 
kels abschneiden und auch die zwei Trisections-Bogen. 

Wird nun der Halbimngtpunkt F mit D und E durch Ge- 
rade verbunden, ferner in dcnPunkten J und K auf jede dieser zwei 
Linien eine Normale gezogen und durch die dadurch auf den Tri- 
M-xtionsbögen erhalten«) Punkte aus dem Mittelpunkte C bis zu di» 
zu Iheilenden Bogen Gerade geführt, so theilen diese den gegebeaen 
Bogen und Winkel in drei gleiche Theile. 
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Da diese Melhode noch g;enauer aU die vorige zu seio echeini, 
«D WDllen wir sie ebeofaüs einer Rechnung unterziehen. 

^1^^^^^^^^^^ Eg sei in Fig. 107 die 
I Construclion der Drei- 
iheilung wie in der vor- 
I lulzlen Figur, und es sei 
I überdiess der Punkt 1 
I Her AC mit O verbun- 
I den und die F6 über 
J P hinab bis J verlängert., 

I Setzen wir nun den zu 

Ilieilenden Winkel D CE =a 9), seinen Nebenwinkel BCL ^w, den 
Winkel 010 »=• t, welcher ein äusserer Winkel des Dreieckes 
CGI ist, und im Dreiecke CGI seine inneren Gegenwinkel, d. i. 
eci = tt, CGI -» /J, ferner in dem Dreiecke JGl den Win- 
kel JÖl = ar, CJG = y u. 8. w., wie diess die Figur z^-igt, 
so kann man sehr li'jchl diu Winkel ^ , jr und mittels dieser auch 
den Winkel a als Zweidrittelwinkel des Gegebenen finden. 
Um den Winkel x zu finden, hat man 

J 1 : Gl ^ sin o! : sin g, 
. Jt sin V , . , 




In dieser Formel sind alle drei hinler dem Gleichheilszeicben 
stehenden Werlbe bekannt; denn setzt man CD = 1, i^o ist 

Jl = CJ + Cl = * + I = 5 = i, ferner CG = * 
nach der Consiruclion, 



fomil 



sin y, 
i,= 0-6. sin y .... (1) 



also sin x < 

ab eine allgemeine Formel. für die Berechnung des Werlhcs 1 

wo der Werth 0'6 consiant bleibt. 

Setzt man nun den gegebenen Winkel 91 = 60°, 
vj =a 120", daher m = « =- ^ = 60", 
und da nach der Construction DFJ = R, ferner Y m = 5 
kannt, also = 60" ist, so folgt 

y = R~m=90—60= 30", 
Miin hat daher-duFob Sub;<tilulion in Formel 1: 



m' w s=s 0-6 .sin 80% 
daher log sin dr ^s log 0*6 -f" ^g sin 80^; 

nun ist log 0-6 = 0-7781518 — l\ 

und log sin 30*» » 9-6989700 ~ lOf ? ^'^^^^ "^"^ 

gibt 9-4771*ia — 11; 

diesem entspricht: 17^ 17' 27-4''. 

Bs ist also ar = 17* 27^ 27'4, 

und da y = 30« 0' 6<^ ist, 

so folgt o? + y = 47* 27' 27*4. / 

Es ist lAer a? -{- y = ^ ea dem insstini Winkel: defe fMeete 
OJlj somit ist auch a -{- ß ^=" ^ g^ben. 

Betrachten wir nun das Dreieck OCl, so hat mau in diesem 
die 2 Seiten Ol, Cl und den von ihnen eingeschlossenen Winkel 
O 1 C «a 180 — ^ bekannt. Setzt man nun 6 1 c=3 a, C 1 =» 6, 
so hat man: 

tang _£ = tang ^ . -j^; 

und da ^ =» 1» und 6 «a | ist, 

so folgt tang = tang — Hlf x • • , welches reduzirt 

gibt tang-^= tang --^ . | = tang -^ . f, 

oder tang^^Lzj? _ tang ^^ • 0-666666 .... (II). 

Diess ist die 2. Formel mit dem constantenWerthe 0-666*.., 
mittels welcher man den Winkeln? bestimmt. 
Da also « + /J «= 47« 27' 27-4", 

also ^^ = 23® 43' 43-7" ist, 

2 

SO hat man tang^IIJ? = tang 23« 43' 48-7* 0-6666 •... : 

und log tang ^5^ = logtg28«4S'43-73"+logl-6666«6j 

nun ist log tang 23« 43' 43*7" = 96430271 — 10 J, welches 
und log 666666 = 08239087 — ij addirt, 

gibt 10-4669358 — 11; 

diesem entspricht 16« 19' 58-8". 

Es ist somit " *~ ^ = 16« 19' 58*8", 

2 

daher « — ^ = 32« 39' 5? '6", 



und da 
80 folgt 
folglich 
daher 
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tin => 80* 7' 25", 
a = 40" S' 4a-5, 
BCB = Ja = 20° 8' 



21-20", 



woTon der wahre Werth = 20° abgezogen, gibt den Fehltr 
»■ — 0" I' 21-25". 

Es ist abo der Fehler bei dem Winkel von 60" nur sehr gering. 
Gibt man nnn nach und nach dem Winkel ip verschiedene 

Wenhenndrechnetetwa vonSO zu SOGrade, so hat man Folgendes: 

IQr 9> = SO" isla!, = 10" 0' 17", daher F = 0* 0' 17" 
), 9 = 48" „a?, t» 16" I' 2-75" „ F = 0" l'2-75" 
„ y = 60" „*, = 20" 1' 21-25" „ F = 0" l'at-25" 
„ 9> =. 90" „jTj = 30" S' 17 IJ" „ F = 0" S' 17-17'' 
n 9 *=• 120" „ic, = 89" 68' 28" „ P = O" 1' S2" 

„ y =3 150" „a?, — 49" 30' 48-7" „ F =. 0"29' IIS". 

Man sieht also daraus, dass diese Methode, für die Winkel 
von dem kleinsten bi« über 120", viel richtiger als die vorherge- 
hende ist. 



pif. tos. 



XXXIII. Trisections - Methode. 

Das hier folgende Verfahren durch Substilulion ist sehr ein- 
t$A Bpd gdt im 180" aoT I Hinute genau. 

' CeBStrnction des Triseclionabogens. 

Man trage sof der 
J Geraden ilu (Fig. 108) 
I von jrgend einem Punkt« 
1 CaoB eine beliebige Ein- 
I heit C 1 fünfmal auf, 
I beschreibe ans C mit 
\C5 =s BC einen Halb- 
I kreis, errichte im Punkte 
I C eine Senkrechte, bis 
I der Halbkreis in D gc- 
I schnitten wird , mache 
dannBE = BJt^der Neunziger Sehne, und beschreibe aus dem 
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ro erhallKMii Durch^chnillfipunkle E mit ES deti Bogen Mx, wel- 
cher der Trisectionsbog«n einefl jeden Winkels bis 90" sein wird. 

Foll nun miltrls dicees Bogens irgend ein Winkel, z. B. der 
Winkel ACN, gcdriUell werden, so verbinde man den Punkt N 
mit B dnrch eine Gerade, welche d£n Bogen Mx in P echneidel, 
föhre dann aus C durch P eine Ger«de ha Q , so lässt sieb B Q 
auf ^ y dreimal auftragen, 

Ist der gegebene Winkel grösser als 90", also bier in der 
Fjg. 108 der Wjnkel KCS' in drei gleiche Theile zn Iheifen, so wird 
er zuerst balbirt, sodann von der einen Hälflc wie zuvor miticis 
des Triseclionsbogens Mx das Prillel gesucht und dieses auf NN' 
von A aus beiderseits aufgelrsgen, wodurch man für den Winkel 
fiClV die Punkte tf und ff , also arc NQ' = Q'Q" = Q"N' = 
■ I .ViV erh-ail. 

Da diese Methode bis 180" mit einer sehr grossen Genauig- 
ki'it gehl, dabei aber höchst einfach ist, und die Coiislruclion sich 
auch durch Beclinung begründen lässt, so wollen wir diess auch 
wirklich Ihun und durch Rechnung nachweisen, wie gross derFeh- 
ler dabei i»l. 

Um nun zu zeigen, wie gerechnet werden soll, oder wie man 
hier den Fehler ausmitleln kann, setzen wir in Fig. 109, der Kürze 
Flg. 109. 



wegen, den zu th eil enden Winkel, hier-^MOiVt= w, -^ANO^a, 
■^IiAO = ß,~^ABC=x,'^ACB=y,~^BAC='Y, ^ACO = m 
und ^ ^ C = n ; nehmen wir nun einen beliebigen Winkel an, hier 
z. B. den Winkel M ON ^ w = 60% 80 ist, da tr = a -{- /) 
und \ ^ AO iäi , auch a = ß, 
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daher i r = a 4. j8 « 2 «^ = 2/3 » 60°; 

somit -^ra a = /9 a> 80®, 

da nun ß bekannt, also =» 30® ist, so ist auch y ht^ 
kannt, und zwar ist y = 150®; da wir aber^As= der. Neun- 
ziger-Sehne gemacht, AO =s i und ÄD =s f «« 0.'4 gesetzt haben, 
so ist in dem Dreiecke ABC die Seite AB^ BC und der der 
grösseren Seite gegenüberliegende V y bekannt. 

Wir können daher auch die übrigen Slücke dieses DreiccHesr 
berechnen. Setzen wir ferner der Kürze wegen 

ßC = ß^ AC ^ If^ AB ^ (s ^ 

so folgt : ^ : (5 = sin y : sin y , 

, . c sin y 

daraus jBin w == -^ 

^ a 

Da nun e = >/2, a = 0*4 + \/2 isf, 

so folgt sin y rs ^^ ^^^ . sin y . . . , (1), 

da ferner y = 150 ist, 

SO hat man sin y s=s - — : . sin 150®, 

daher log sin y «= log v/2 + *^g ^^^ ' ^ö** — 1^? (^'4 + v/2) ; 
da nun v/2 = ]'4I42135 

und sin 150® ■» sin 30® ist, 
, , . 1-4 4213ö.8in30* 

^ hat man sm y = —^^^j^^^— 

udlog siny = log 1*4142135 + logsin80®— log 1*8142135. 

Nun ist log 1:4142185 =» 0*1505150 \ welches ad- 

mA logsin30® = 9-6989700—10, 1 diH, 

gA)t ' 9-8494850 — 10, wovon 

log 1 81421355 a 0*2586886 abgezogen, 
gibt log sin y =» 9 5907964^^10, 
diesem entspricht 22® 56' 22^ 

Es ist also :^ y = 22® 56' 22", 

und da % y ^ 150^ ist, 

so folgt X = 2R — (y'\-y) = 7* 3' 88". 

Da also Vor bekannt ist, so kann man jetzt auch die Seite b 
finden; denn es ist: 



^ 
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b : e =s sixtx : sin y, 

C sin X 

woraus b = . ■ : 

und durch Substitution der obbestimmten Werlhe 

•l8in7^3'3y* 1-41421356 sin 7** a' af^*^ . 

™ sin W 56' 22" "^ sin 22" 56' 22" ' 

daher 

hgb^ log 1*41421356 -{- logsin 7 3^88'' — log sin 22^ 6€' 22''. 



weicht*« 
addirt. 



Nun hat man logl'41421356 = 01505150 

und log sin 7® 8' 38" = 90896I63— 10 , 

gibt 10*2401313—11, wovon 

log sin 22^ 5 6' 22" = 9*5907950—10 abgezogen, 
gibt log 6 BS 0*6493363— 1 ; 

diesem entspricht die Zahl 0*4460014, 

daher ist b sa 0*4460014. 

Betrachten wir jetzt das Dreieck ÄCOj in welchem die zwei 
Seiten ÄOj AC und der Winkel CA O » j3 bekannt ist , so hat 
man nach der bekannten Formel, wenn zwei Seiten und der von 
ihnen eingeschlossene Winkel bekannt ist: 

tang ^IZlH«^. cotang t (11), 

in welche Formel die gehörigen Werthe substituirt, 

gibt tang ^^:=^ = i- 0-44600141 Z^ 

^ ^2 1+0-44600141 ^ 2 

0-5539986 . ,,« 

c=r^- ■ ^^^^' cotang 15 , 
1*4460014 ^ ' 

und log täng — - — = log 0*5589986 

2 

+ logcorangl5® — log 1*4460014; 
nun ist log 0-5539986 a=3 0*7435086 — l) , welches ad- 



=^} 



und log cotang 15® =10 5719 475— 10 ) dirt, 

gibt 11*3154561 — 11, wovon 

log 1*4460014 = 0*16016 87 abgezogen, 

gibt 111552874— 11, 

somit log tang »i— « lAi^rfto.^^ «a 

° ° — i~ ^^ 10*1552874 — 10; 

diesem entspricht 5ö® 1' 54", 
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ako ist 




daher 


m—n = 110® 8' 4§^; 


und da 


m+n = 149* 69' 60'' ist, 


so folgt 


2» = 89** §6' 12", 


somit 


n «a 19® 68' 4"; 


es ist jiber 


60« : 8 — 19® *9' 60", 


somit der Fehler 


F = 0* 1' «O'', 



d. h. der Btcb obii^er Construction geftindene Whikd ak dei^ dritte 
Theil ist mm 0® 1' 66" ra kleiiL 

^m nun die wiaitere RechDimg etwas n ^rfeidüem, kann man 

in der «rat« Fomiel den ijisdnidc » /^^ , wddier wrasfikge der 

ConstrvctioB bei jedem m theflendeii Winkel constant bleftt, verein« 
Fachea, mittm mm den ZlUnr durch di» HeaaMr diyidirt. Auf 
diese iljt eihilt «OM 

sin y «V 0*77961871 . sin f • • . • (I)- 

mttds dieser Forme! kann man also sehr Idieht die Werthe 
von jr, und mittels der zweiten die Werihe für m wid n finden. 

Man erhält also auf diese Art: 
für f«? H= 80®, •:^ n a= 10® 0' 11" daher F = 0® 0' 11" 

„ tC7 «D 60®, 7^, •• =» 19® 68' 4" „ F «= 0® 1' 66" 

„ f«? = 80®, %n r=z 26® 49'.28" „ F = 0® 8' 87", 
woraus sich die Genauigkeit der obigen Construction ergibt 

Will man nach dieser Methode jeden beliebigen Winkel bis 1 80® 
theilen und das Drittel auf einmal abnehmen, so braucht man nur 
den Trisectionsbogen Mx (Fig. 108) nach abwärts unterhalb der 
HC zu verlängern und für den Winkel NCN' den Punkt JV mit B 
zu verbinden u. s. w., wodurch man unterhalb in der Peripherie 
den Punkt A, somit 

arcÖÄcs^arciV^JV' und VQCR = \^NCN' 

erhält. 

XXXIV. Triseetions-Hethode. 

Diese Methode ist eine allgemein rationelle, jeden beliebigen 
Winkel bis 180® in drei gleidie Theile zu theilen und zwar mit 
einem äusserst geringen Fehler. 

Man trage auf dem einen Schenkel des gegebenen Winkels, 
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hier (Fig. 110) auf dem ScheDkel ÄO des Winkels AOR von O 
Fig. itO. 




aus ein beliebiges Slück Ol dreimal auf; beschreibe aus mit 
02 einen Kreis, welcher der zu theilende sein wird, errichte in 
die OC_LBO, wodurch man den Winkel AOC« 90' erhält, und 
mache den Winkel BOO = 60". Nun bsschreibe man aus 3 mit 
dem Halbmesser gleich der gedachten Neunsiger-Sehne BC den Bogen yz, 
und aus J mit demselben HalbmeBser den Bogen jric, wodurch man 
die zwei Punkte h und K erhält. Alsdann ziehe man die LK, 
welche die BO'mM schneidet, und beschreibe aus M mit M 3 den 
Kreis FXDQ, so ist dieser der Trisectionskreis und zwar der für 
eine mit ihm übereinstimmende Trisectionscurve subslitnirle. 

Soll nun irgend ein Winkel, z. B. der Winkel BOR, dessen 
zu theilender Bogen BR ist, trisecirl werden, so trage man die 
Sehne des halben Böge ns, d. i. die gedachte BS, auf den Bogen JPiV von P 
aus (von 3) einmal auf und verbinde den hierdurch erhaltenen Punkt T 
mit dem Scheitelpunkte durch eine Gerade, welche den Bogen 
Bttin roder/ schneidet, und so den Bo^en B U » s B R, also auch 
den Winkel BOU = ^ÄOR gibt. 

Wie die Construction zeigt, ist der Bogen FTJ ein TrUec- 
tionsbogenfQr jeden beliebigen Winkeibis 160°, weildie Gerade JO 
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den Winkel von 180^ in drei gleiche Theile theilt, «nd die Weile 
;SB = FT ist; folglich wird jede Sehne des halben zu theilenden 
Winkels, anfF/f aufgetragen, einen Punkt geben, dessen Entfemung^ 
vom Punkte F geringer ist, als die des Punktes S von B« 

Soll nach dieser Methode irgend ein Winkel, der grösser ist 
als 90^, gedrittelt werden, so muss er halbirt und die Sehne de» 
halben Winkels, so wie hier die gedachte BS, benüiit werden« Hier-» 
bei konunen die Theilungspunkte, so wie die Theillinien an Ort und 
Stelle, wo sie sein sollten. Den obigen Trisectionskreis kann man viel 
richtiger dadurch erhalten, indem man ausser den zwei Punkten Fund J 
auch noch einen dritten solchen Punkt bestimmt, welcher die Eigen- 
schaft hat, dass er mit dem Mittelpunkte O verbunden, den dritten 
Theil des Bogens und Winkels von 90*^ abschneidet. 

Uff, ///. , ^. 

In Fig. 1 1 1 

sind die drei 

auf diese Art 
bestimmt 

worden. Denn 
trägt man 

eine beliebige 
Einheit auf 
dem Schenkel 
AM von M 
nach A drei- 
mal auf, so 

- .. r.: -'"^ ^ dass der 3. 

Punkt, d. i. ///, hier mit A zusammenfällt, und denkl man sich den zu thei- 
lenden Winkel sehr klein oder vielmehr «=0, so muss in diesem Falle der 
Punkt A die obige Eigenschaft streng mathematisch haben j für den Win- 
kel, welcher am Punkt II den Bogen = o hat. Macht man femer 
den Bogen //J9 = 60«=A2/l=iM, zieht aus M durch D eine 
Gerade und schneidet sie aus A mit der Sehne des halben Winkels 
von 180®, also mit der Neunziger-Sehne IIC aus A in F ein,. so 
hat auch dieser Punkt die Eigenschaft, dass er mit dem Mittelpunkten 
verbunden, den drillen Theil des Winkels von 180® abschneidet, 
weil der Winkel AME = 60® = J2 Ä ist. Macht man nun <ltn 
Bogen //Gf = 30® = iR= ^, zieht aus M durch G eine Ge- 
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rade Dod schneidet dieee «ns A mit der Sehne des halben Winhek 
TOD 90**, also mit derFünfandvierziger-Seline UFam A in H m, 
80 hat auch dieser die Eigenschaft, da«s er mit dem Mittelpunkt« 
H verbunden, die Dreilheilung dee rechten Winfaele gibL 

Hat mm nun die drei Punkte A, A, E auf diese Art bestimmlT 
80 läeel sii^ edu* leicht der Mittelpunkt, somit aack der Radios 
finden, um durch diese drei Punkte einen Kreisbogen zn beschrei- 
ben. Verbindet mm Dan den Punkt A mit fi nnd £ durch Ge- 
rade, hilbirt diese Gerade und leg t durch den Halbirnng^unkt der AE die 
Nonnale LN nnd durch den der AH die zweite Nonnale Pj^ so 
schneiden sich diese bei J, geben also J als MiUelpnnkt und die 
Weile AJ :b HJs^KJ als Badins für den durch A, B, E za 
beschreibenden Kr«8, dessen Bogen AHE der Trisectionebogen Sir 
jeden beliebigen Winkel bis ISO" sein mnss. 

Trägt man nun die Sehne des halben Bogens von was immer 
für einem Winkel, der zwischen und ISO" gegelien ist, auf dm 
Bogen ABB von A aus nnd verbindet d«i so erfolgten 'Paukt i 
aes Bogens mit dem Hittelpunkte M durch eine Gerade, so ist < 
die verlangte Theiliinie. Obgleich dieses Verfahren eine sehr | 
Genauigkeit gewährt, so ist sie doch beim prakliscbm ' 
nicht so vorlheilhaft , da sie etwas länger als manche andere i 
hält; ausser man halte mehrere Winkel zu theilen. Die Sobatil 
tion kann aber auf eine viel einfachere Art geschehen, so dass i 
auch andere Methoden folgen. 

XXXV. Triseclioiis-IMethodr. 
Ein höchst einfaches, zugleich aber auch sehr richtiges T«^ 
fahren ist folgendes : 
/Vir. //A 

Man trage auf den Schenkel ^C 

(Fig. 113) von C aus eine beliebige EinjE'' 
I heit Cl siebenmal auf, niarkire daiTJHl'P 
I ten und eiebenlen Theilongspunkt, und 
I mache ^7 = C7, so dass AC= 14 
I solchen Einheilen wird; nnn beschreibe 
I man aus C mit AC den Bogen A Z, 
I ziehe CD _[_ AC in C, schneide den 
I Bogen AD aus A mit AC in JB ein, 
verbinde E mil C und i> mit 7, wodurch man den Funkt F er- 
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Mll-, wird nun aas 4 mit P4 der Bogen FO beschrieb«!, so ict 
ditser der Triseclionsbog;«^!! für jeden beliebig;en Winkel bis 90". 

Soll nun z. B. der Winkel ACB gedrillelt werden, bo ver- 
binde man den Punkt B mit 7 durch eine Gerade, welche den Bo- 
^n FO in H schneidet, und fAbre dann aus C durch B eine Ge- 
rade, welche sowohl von dem Winkel ab auch von dem Bogea dcfl 
dritten Theil abschneidet. Es wird also are BJ ■*• \AB vaA d«r 
Winkel aCJ mn \ ACB sein. 

Wird ^7 in halbirt, so benfilzt man dieaen Pnnkt und 
brattcbl daher weder die Senkrechte CD, noch diePunklt X tiad F 
m suchen, wodurch dieses Verfahren sehr vereinfacht Wtrd. tM 
Boj;en BBO ist äu«sergt genau für die TriaMtlonscarre nbsUlairt. 

XXXVI. TrisectiolM-lleth*^. 

fif. tia. SoD d«r WhiM ACM 0Hi- H*) 

j in drei gleiche Thrfla («ttok Wtfdöl, 
so ziehe man dnfoh 4a StUtÜtüpaAl 
C Bat AO piat AedtnMfcf« M& ttf- 
lüngere den Bogen AB beidersefts so^ 
dass die durch C geführte Senkrechte 
in D und E geschnitten wird; theil« 
dann den Quadranten J £ in zwei, 
und dessen HSifle A P ebenfalls in zwei 
gleiche Theile ; ziehe ferner den Halb- 
Bser C O, halbire Ihn in H und be- 
I schreibe aus diesem Ualbirungspunkte 
mit dem Radius gieirh derEnlfernung 
AB den Bogen Aa, welcher der 
I Triseclionsbogen sein wird und zwar 
nicht nur von diesem, sondern auch 
von einem jeden beliebigen Winkel, 
I der nicht grösser als ein Rechter ist. 
Um nun mittels eines solchen Bogens z. B. den Winkel ACB 
in drei gleiche Theile zu Iheilen, verbinde man den Punkt B mit E 
darch eine Gerade, welche den Bogen Ax in J schneidet, führe 
dam aus F durch J eine zweite Gerade, bis der Bogen AD io K 
e«8cbnitlen wird, so lasst sich das hierdurch erhaltene Slück 8K 
auf dem gegebenen Bogen AB mit einer sehr grossen Genauigkeit 
dreimal auftragen, so da^s dann B K^lAB gesetzt werden kann. 
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Dasselbe gilt auch von jedem andeni Winkel , dvr unter 90° 
ifil. Heber ÜO" gilt dieser Bogen nicht mehr. 

XXXVII. Triscctions-Methode. 

Ftg.ti4. Es eei ACB (Fig. 114) der ü^ 

I theilende Winkel und AB der ihm 
I entsprechende Bo|rtn. Man bcsclireibi 
I diesen Bogen no«')i »eiler nach aaf- 
I und abwärts , errichle im Scheitel- 
punkte C eine Senkrechte , aleg 
jCfl_LflCin C, durchsei 
I den Bogen BEu mit dem Rm 
I =3=BCausBin£, führe aus fl du 
I fi eine Gerade Ev und dnrchscbnetlj 

mit einer ans B durch A | 
I führten zweiten Geraden in V \ 

endhch das Stück B F in 3 glä 
I Theile gelheilt und die so erüt 
Ben Theilungspunkte mit dem Punkte D durch gerade LinieiLj 
bunden, so wird durch diese der gegebene ^ogen j1 B in drei n 
Theile getheilt, so dass man 

arcBI— /,»=I//II und ~^_BCl'=lCn=UCni 
erh&lt. Untersucht man diese Construction nach der goonietribchen 
Analysis etwas genauer, und denkt sich die Gerade J?F um den 
Punkt B tuerst gegen die horizontale, dann aber auch gegen üt. 
Vertikale Richtung gedreht, während der Punkt D so wie B fi^ 
also unverändert bleiben; nimmt man nun über dies auf dcmBngca 
des zu Iheilenden Winkels, hier auf^JB, die Theile.<lJ/=J/I■9/B■ 
an, führt bei der jedesmaligen Stellung der JSP aus dem'PunktaB 
durch die Punkte /, II, HI Transversale , bis JE P geschnitten ist, 
so werden die auf der Geraden Bf abgeschnittenen Stärke B\y 
1-2, 2-3 mehr oder weniger sich der Gleichbeil nähern and «& 
wird auch das Umgekehrte stattfinden ; d. h. es werden sich die auf 
dem zu Iheilenden Bogen A B durch die Transversalen O l,il2,B3 
abgeschnittenen Stücke ebenfalls mit solcher Genauigkeit mehr oder' 
weniger der Gleichheit nähern. Unter allen diesen Stellungen der 
EV wird für die Gleichheit diejenige am günsligEttil sein, wenn 
der von BC und EV grtiildete Winkel CSE = 60« wiird; wo- 



durch auch A» Vnteniicbimg durch F 
tert wird. 

Ftff. Its. 



ichnuiTg; hpdfuIciKT erli-ichr 




Nimml man Ternn- auch 
J dm Punkt als beweg- 
I lieh an, eo kann man für 
I diesen Fall mit Bezug- 
I nahiti(> aur die Stellung der 
IriiTBileii E P vorschiede- 
I npii nntti'rn Arien Tür Drei- 
I Ihrilung detj Winkels Tiaden, 
Will man den g«gp- 
Ibenen Bogen und Win- 
Ikel, welcher bedeutend 
I gross ist , in drei gleiche 
I Thetle theilen, go muss man 
I Folgender Hassen verrah- 
I rcn : Man ergänze den ge- 
I a;ebencn Bogen A B A' 
I C^ig. 115) zu einem Kreise, 
I halbire den ihm enlspre- 
I chenden Winkel, hier den 
"^ACA' durch BC, fähre durch den Sclieitelpunkl C dieses Win- 
kels auf dessen Halbiningslinie eine Senkrcchle ,' hier JlfJU' J_£C; 
durchschneide diese Senkrechte mit ein^m aus B mit dem Radius gleich 
BB' =f 2BC beschriebenen Bogin in M und M' und den Krei«' 
mit dem Radius gleich SC aus B in E nnii £' ; fiiiiro dann dureli 
My E, B, so wie durch M', E', B Gerade, und durchschneide sie 
entsprechend mit den aus D und D' durch A und A' geführten Geraden, 
wodurch man die Punkte F und P* erluilt. Wird endlich jedes der 
zwei Stücke BP und BP' in drei gleiclie Thfile gelhoilt und die 
ersten Theilungepunkle (\on B aus gezählt) mit D nnd O' durch 
Gerade verbunden, »o erhält man auf dem gegebenen Bogen A B die 
Durchschnillspunklc I unrt H als die verlangten Theilungspunfcle, 
wodurch arc AI= in = U UI wird; 

verbindet man fcrnri' f und // mit C, so hat man auch 
^ACl ^ ICH = nein == ^ACA': 
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dadurch wird aber der gegeben« Winkel ACA' auch in 6 gleiche 
Theile gclheilt; denn es ist 

Fig. tta. • l(.ACBvmA'CB^\ACA; 

I und weil 

~!f.ICU ~> \ACA' tat, 
I so muu 

% ica s=s \ACA' aain. 
Wir wollen nun dieses Terb^rM 
I nAber anterauchen; vorerst haben wir 
I aber zweierlei m bemerken : oj im 
Idie aus M oderS durch B (Fig. ll 8) 
I geführte Gerade ihrer Richtung nick 
I constant bleibt undl zwar jedesaul 
I unter einem Winkel von 60** gegoi 
I die Verlängerung der B C geie^ 
I wird; weBsbeib entweder der Ponki 
I JS in der Peripherie des Halbkrei- 
Isea BBü' mit dem Radios BCtm 
I By oder der Pnokl Jf in der daick 
I C auf ac gtfOhrt«! Nomalai Alf 
I an« B Bit «HS doivslten Radiua b«- 
I slinmt wird (dar GcaaBlg^jt wif« 
I sollen aber beide Pqnkfe gesucht wer- 
|d»n5; bj daea diejenigen Winkel, wel- 
che von der Sehne AB des gegebenen Winkels und von der aus D 
durch A geführten Geraden gebildet werden, ebenfalls constant 
bleiben. Der eine von diesen zwei Winkeln, d. i. der 

■^BAD ist =^^ 13&" 
und der andere , 

d. i. der ^ B J F, ist = y = 45"; 

denn der Winkel BAD ist ein Peripherie-Winkel, welcher aaf 
einem Bogen aufsieht , dessen Centri - Winkel es 3 A ist nach i*t 
Conslruclion, folglich, da 

-^ DCD' + J^CB « SÄ ist, 

so ist -^^DAB '^~ ^ 1W>, 

und da -^DAB + BAP •^ 2 R ist, 
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so miiss 

:^lli4F =Ä 2Ä — — = — ^ = — —46« fein. 

Diese zwei constanten Grössen setzen uns in den Stand, un- 
sere Untersuchung desto genauer auszuführen. Zu diesem Behufs 
werden wir zuerst das Sinck BF berechnen, sodann den dritten 
Theil des gegebenen Bogens und Winkek als bekannt annehmen, 
daraus das Stuck Bl suchen und sehen, ob Bl der dritte Theil 
Ton BF ist. 

Es sei also 

V ilCB «es a « 20^ dessen Sehne AB = 0*3472964 ist, 
daher 

XOAB^ ABC = «' -«" = l^ül^^m^ 80«. 

Da nun 

^ FBO = CBE = 60® ist, 
80 hat man 

V ABF wm *=180®—CilBe+FÄG)=« 180«— (80 + 60) 

_ 180®— 140®= 40®, 
daher-y-iFe= 180® — (46 + 40) =180® —86®«. 96® = y. 
Ynx können somit das Stück B F finden, denn es ist in dem 
Dreiecke ABF ausser den drei Winkeln auch die Seite illl be- 
kannt j man hat daher: 

A B : BF = sin y : sin «, 

^ ^ i ^ sin er , , . 

woraus BF = — : folgt, 

und durch Substitution der entsprechenden Werthe hat man: 

0-3472964 sin 46* 0-3472964 sin 46* 
sin 96* sin 86* 

daher log BF » log 0-S472964 + logsin45® — logsin85®; 

nunist log. 0-3472964 = 0'5407003 — l| 

j 1 ..ro A04A.ioeA inh welches addirt, 

und log sin 46® «== 9*8494860 — lOJ ^ ' 

gibt 10-3901863— 11, 

hievon log sin 85® = 9'99S3442 — 10 abgezogen, 

gibt log BF =i 0-3918411 — 1; 

diesem entspricht »s 0-24651 373. 

Es ist also BF rrs 0-24651873, 

daher — » 0-24651878 : 3 = 008218791 » Bl, 

3 

somit B2 a I BF — 016427682. 



Da nun das Stück BF und folglich auch das Stück F2 be- 
kannt ist, so können wir aus dem Dreiecke DF2 den Winkel 
ADn =: )/ finden; wir brauchen nur noch das Stück AF zu k- 
•rechnen^ dieses finden- wir durch folgende Proportion: 

i4 F : B F = sin tf : sin « , 

. ^ BFsin * - , , 
woraus AF = — : folgt : 

und durch Substitution der betreffenden Werthe hat man 

0-2465137. sin 40^ 

sid45^ ' 

daher log ^IF = log 02465 137 + log sin 40® — log sin 45", 
nun ist ' log 0-2465137 = 0-3918411— 1 
und log sin 40® = 9-8080675— 10 



5 welches aildlrt, 



gibt 101999086—11, 

hievon log sin 45® = 98494850 — 10 abgezogen, 

gibt "O 3504236 — 1 ; 

diesem entspricht 0*22409, 

also ist AF =s 0*22409, 

und da ^O = Chord 70® = 1 147 15 28 ist, ' 

so hat man i4l>-|-i4F=JDiF =5 1-3712428, 

Es ist somit jn dem Dreiecke DF2i ^^^ Sei(<^ 1^ F und F2 
und' der -von ihnen eingeschlossene Winkel y bekannt. 

Setzen wir der Kürze wegen die Seite IlF = «, F2 =6, 
den y FII2 ==y und F2D = ä?, so hat man : 

(« + 6):(« — 6).= tang?^:tang^,^ 
woraus lang ?^ = ^^^ . lang ^—4^ folgl ; 

daher log tang --— ^ =Iog(a— 6)+logtang— -^ ~lQg(ö+6)/^ 

Danun a = 1*3712428 

und 6 = 00821379 ist, 

so hat man a-^b = 1-4533807, 

und « — * =3 1-2891049; 

da ferner a? +y-= 180® — 95® == 85®, 

also x + y^ 180-95 ^^_ 42® 30' ist, 

2 2.2. ' 

SO hat man durch Substitution in die obige Forrpel: 

lanff = lang 42" 30 , 
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daher log lang -^ = log 1*2891049 + log lang 42° SO' 

— log l-46338d7; 
nun ist log 1*2891049 = 0*1102883 I 

und log lang 42° 80' = 9 9620525 — 10)' "^^^^^^^ a<*<^" ^ , 

fibl 10 0723408 — 10^ 

lne\'on log 1 -4 583807 = 0.1623558 abgezogen, 

gibt log lang ^^—!L = 9*9099855 — 10: 

2 .' 

diesem enUpricht 89° 6' 16". 

Es ist also: £zJ! „ 390 g/ ,gy/ 

2 ' 

daher x—y = 78° 12' 30", 

und da a? + y «^ 86^ 0' 0" ist, 

ßO folgt 2a? «al63^ 12'80", 

daher a? = 81° 86' 16" 

und 2 y = 6° 47' 30", 

somit y «= 8° 28' 45"* 

Da nun y der entsprechende Peripheriewinkel ist von dem 
Winkel ACuy 

80 ist ^2^ ACn ^ 2y = 6° 47' 80"; 

es ist aber a ss 20° angenommen, 

also ^ =s 20°:8 = 6° 40', 

folglich ist der Fehler, den man nach unserer Construction begeht, 
gleich der DHTerenz dieser zwei Werthe, daher : 

F =* 6° 47' 30" — 6° 40' = 0° 7' 30". 
Es ist daher der Winkel 
BCn= 20°— 6° 47' 80"= 19°ö9'60"—6°47'80"=a 18° 12' 80", 

folglich der Winkel JBCi» = ^= 6° 86' 15", 

und daher der Fehler 0° 3' 45". 

Wir können aber den Winkel BCm auch auf eine andere 
Art, nämlich dadurch finden, indem wir zuerst den Winkel ADm 
suchen, welcher aus dem Dieiecke DFI gefunden werden kann. 
Denn da BF = 0-24651878 ist, 

so ist |BF = 016427582 = ft'; 

man wird daher in der obigen Formel nur statt 6 einen andern 
Werth zu substituiren haben; 
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da iifin 
bnd 

80 Tolgt 
und 

daher 
und 

nun ist 

und 
gibt 
hievon 

gibt 



a = 1*3712428 
b* s 01642758 ißt, 



lang 
log lang 



a + b' 
a—b' 






log 1-206967 
log lang 42^30' 

Iogl*d355186^ 
log lang 



1-5355186 
1 2069670; 

. lanff 42" 30' 

1*5355186 ^ 

log r2069670 -flog lang 

— log 1 *Ml 
00816954 

r 9*9620525 — 10 



welches 



diesem entspricht 

es ist also 

sottiit 
und da 
so folgt 
daher 



% 



»I ■ 

% 

x' + y' 



100437479 — 10, 
83 0*1862551 abgezogen, 

= 9-8574928—10; 

35® 45' 50"; 

= 35® 45' 50", 

^ 71® 31' 40", 
= 85® 0' 0" ist, 



2a?' ?= 



X' 



156®31'40', 
78® 15' 50". 



Eben so findet man durch Subtractipn dieser zwei Gleic 

2y' = 13® 28' 20" 
y' = ß^ 44' 10". 
2y* r=s BCn = 13® 28' 20". 
BCn = l von 20® «» 13® 20' isL 

8 

2y* =. 13® 28' 20" gefunden wu 

BCn = 13® 20' als der wahre W 

F *= 



und 

Es ist al^o 

Da nun 

so hat man, da 

und 

den Fehler 



= 0® 8' 20". 
Ziehen wir den Werth 2y' von 20® ab, so haben wir, da 

20® =^ 19® 59' 60" gesetzt werd 
und V BCu sss 2^ = 13® 28' 20" gefunden wu 

die Differenz J} = 6® 31' 40". 

Zieht man nun diesen Wer(h von d^m wahren ab, so hat i 
der wahre Werth IT ^?5 6® 39' 60" ist, 

und /> =5 6® 31- 40" gefunden wui 

den Fehler F a= o® 8' 20" 
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Auf ähuliube Arl kiinii maa also such bei jedem Winkel die 
Fehler der Drillet berechnen. 

Diese Conalruclion isl deeshalb bemerkenswerth, weil man sie 
tut Polyeeclion mit Vortheil benätzen kann. Man kann .sie aber, 
wie wir aus dem vorhergehenden Beispiele sehen, zur Trisection be- 
nutzen, indem der Fuhler m klein ist, dau man ihn bei irewöhn- 
lichen Zeichnungen nicht in beachten braucht. 

XXXVIII. Trlsectloiis-NeUiode. 

Man Irage auf dem einen Schenkel des gegebenen Winkdit 




hier auf AC ißig.HT), eine beUebige Einheil Cl neunmal auf, be- 
schreibe dann aus C mit dem Radius C4 =■ vier scricher Einhei- 
ten den einen Quadranten, und aus dem sechsten Theilungspunkte 
mit C6 =: sechs solcher Einheiten einen Halbkreis, errichte in den 
beiden Mittelpunkten auf die Centrallinie CF senkrechte Halbmesser, 
schneide dann den Vierlelkreis AD aus 1) mit 2>C in G ein, fähre 
aus C durch O eine Gerade, bis der vertikale Halbmesser Eff in 
H geschnitten igt, schneide Ferner die Cenlrallinie aus 9 mit H 6 
in J ein, und beschreibe aus J' mit JH den Trisectionsbogen B9. 
Wird nun BC bis B' verlängert, sodann B' mit F verbunden und 
ans dem so erhaltenen Punkte K nach C eine Gerade gezogen, so 
schneidet diese von dem Bogen AB das Bogensliick BL^lAB 
ab. Macht man nun arc LU = BL, 
so folgt arc BL — LM =» AM «^ {AB 

und L so wie M durch Gerade mit C verbunden, gibt auch 
^BCL = LCM «= ACM = lACB. 




Wir wollen uns aber bei dieser Art in keine weiteren Ri-ch- 
nungen einlassen, weil diese Mrthode nor bis 45" genan ist. 

XXXIX. Trisections-Ne«hode. 

Fig. IIS. Es fcti Aca 

I (Fig. 118) dtr za 
1 [heilende Winkel. 
Man verläiig;i'ret!eii 
Schenkel AC über 
I den ScIieilelpunklC 
liiitaus, nehme eine 
beliebi^eEihbeilCl 
an und Imgesieanr 
Verlängerung 
I von A C zehnmal 
I auf: markire int^lie- 
I sondere den vier- 
ten, neunten und zehnten Theilungi^punkl, mache dannDE== CD = 10 
solcher Einheiten und beschreibe aus (' niil CE denHalbkreis ABE 
und aus 9 mit E9 einen Kreis, von welchem der Bogen FEG ein 
Triseclionsbogen sein wird. 

Um nun mittels dieses Bogens den Winkel ACB in drei "gleiche 
Tbeile zu theilen, führe man aus B durch den vierten Thälungs- 
punkt (4) eine Gerade bis H und aus H durch C eine zweite Ge- 
rade bis J, m erfolgt arc BJ = \AB 
und der Winkel BCJ = ^ ACB. 

Macht man nun JK = BJ, 

so erhält man arcBJ = KJ = AK = \AB 

und ebenso ^BCJ = JCK = KCA — J JCß, 

welches für jeden beliebigen Winkel bis 90° äusserst genau gehl. 

Wir wollen nun die Genauigkeit dieser Methode durch Rech- 
nung begründen : 

Um dies zu bewerkstelligen , werden wir zuvor den Winkel 
ACB => gj als bekannt annehmen, und der Einfachheit wegen den 
Halbmesser des Grundkreises , d. i. AC= l setzen ; ferner den 
Punkt M als Mittelpunkt des Trisectionsbogens mit dem sich durcb 
Verlängerung der Bh ergebenden Punkte B durch eine Gerade 
verbinden. 
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Betrachtet man jetzt zuerst das Dreieck BCL^ setzt in diesem 
den Winkel CBL^csa^ ->^ BLC= /8, so hat man: 

^ ACE — 9 e= Ä + ^ 

und :/'^ACB= ? = ü±i., 

setzt man ferner BC3=s<is=rss=i 

und CH= b^ ' 

80 hat man, da nach der CoQstructioh der Halbmesser deä Trisec- 
tionsbogeus (d. i. CDt=a DE b ^BCss^r m |) in 10 gleiche 
Theile getheill wurde, »' 

CL =^CD ::^ \CE = ir = 0-2. 

Es i^^l dahf'r im Dreiecke BCL alles das gegeben, was tvtjf 
Auflösung erforderlich ist; man hat demnach: ■[,-. 

tanff OBS tanff — ^ . •— — 7 

^2 ^2 BC-^CL 

oder lang -^ « tang— ^. ^^ .... 0); 

da aber A^=±»<issr = 1 gesetzt wurde 

und €L = b = ^r = 0*2 

nach der Construction ist, so hat man 

BC 4- CL = Ä + b = r 4. ^r = 1 + 02 = 1-2 
und Bö — CL = a — Ä «i=r r — j^r = 1 — 02 = 8; 
welche Werthe in die obige Gleichung (I) substituirt, gibt: 

*ang -^ = *ang "Y^ ' F2 * • • ' ^"^* 

Da aber nach der gegebenen Construction die zwei Linien 
, BC -^ a = r es 1 
und CL a» 6 =1 ^r «5 0-2 

ihrer Grosse nach ungeändert tdeiben ^ so wird auch der Quotient 

^ . constanl sein müssen : man hat daher, indem 
a+b i 

1*2 

i- = 12 : 8 = 0-6 
. 0-8 

ist, statt der Formel (II) folgende einfachere: 

taug "^ = tang '^ . 06 . . . . (HI). , 

.1 

Gibt man nun dem Winkel q> sst a -^ ß nach und nach ver-^ 
schiedene Werthe,:SQ lassli siqh mrttejs? der Formel (UI), da 



ist, die Differenz « — /J berechnen. 

Setzt man also y »=» 60° = « -J" A 
«eist ^ = 300-«-±i; 

man hat daher durch Substitution in (III) 

tang ?^-^ ■» tang ^^^ . 0-6 «» tang 30® . 06 

und log tang ^^^ — log tang 80® -f- log 0*6; 

nun ist log tang 80« =« 9-7614394 — lOj 

und log 0-6666666 = 08289087 ~ l)> ^«'<^**®« «"^^''^ 

gibt log tang ^^ « 9*5858481 — 10; 

2 

diesem entspricht: 21^ 8' 6^^ 

Es ist also ?-^ as 21® 3' 6^ 

daher « — /J s=s 42® 6' 12^ 

und da a + ß t=z 60® 0' 0" ist, 

so folgt 2« «=102® 6' 12", 

somit « = 51® 8' 6". 

Zieht man jetzt das Dreieck fll^M in Betracht, setzt den 
Winkel ULM ^ a\ ^[äHM st» r'j ferner die Seit^ LM mz m 
und HM SS 11, 60 hat man: 

LM : HM =r sin y : sin a' 
oder m : n S3 sin }^ : sin a^, 

m . sin a' ..... 

woraus sm y «=» .... (IV) 

n 

folgt. Nun ist aber det Construction gemftss 

und flilf B n = flCH «» ^CJE? s= llr = |^ «=» 055; 

man hat daher durch Substitution in die Formel (IV): 

0"25 Ä .xr^ 

sm y «=s • sm CT . . . . (V). 

^ 0-55 

Da aber vermöge der Construction die Linien m und n ihrer 

0*25 

Grösse nach ungeändert bkiben, so wird auch der Faktor --77 

constant sein; man hat demnach, da 

0*25 : 0-55 b 0*4645 . « . « w 0'4'5 ist, 
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sin y B 0*45 . sin ft' . . • . (VI) 
ab eine einfache Formel, mittek welcher sich der Winkel y^ bei 
jeder Annahme des zu theilenden Winkels q) sehr leicht berechnen 
lässt; und da nach der Construction der Winkel a' se « ist (ab 
Scheitelwinkel), so folgt: 

sin y = 0-46 . sin a, . . . . (VI'), 
in welcher Formel der obgefundene Werth ffir a substituirt, gibt 

sin y — 0*45 . sin 61^ 8' 6'', 

und log sin y ss log 0*45 -|- log sin 51^ 8' 6''; 

nun ist log 0*4545454 = 0-657677S — ll 

und log sin 61« 8' 6" e s; 9-8908104 — io[> wel ches addirt, 

gibt log sin y =« 9*5488967 — 10; 

diesem entspricht: 20« 42' 6*8''* 

Es ist also y = 20* 42' 6*8"; 

und wenn man zu diesem Winkel den Winkel a ss a' hinzuaddirt, 

80 folgt : 

«' + y «t 71* 46' 12-8'^ 

Setzt man ferner in dem Dreiecke CHM den Winkel* HCM 
s= j?, und CHM = ^, so hat man, da 

a' + y«=sy + » = "^EMH ist, 
0? -f y = 71« 46' 128" 
als die Summe der zwei innern Gegenwinkel im Dreiecke CEMj 
bezüglich des äussern Winkels EMH. 

Man kann demnach aus dem Dreiecke CHM die Winkel or 
und y, somit auch z als den Zweidrittelwinkel von ACB berech* 
nen ; denn es ist in diesem Dreiecke: 

(HM+ €M) liHM-^CM) = tang^il?^ : tang*^=^, 

. 4? — jf , ar + y HM— CM ^v„. 

woraus lang ^ == tang -^ . j^^f-j^^ (VII) 

folgt. Da aber HJK r» || s M 

und C Jf s;s ^ a» 0*9 ist, nach der Construction, 

so folgt fljf + CM = 11 -f- 0-9 »= 2 

und UM — CM s« il — 09 = 0-2; 

daher durch Substitution in die obige Formel, folgt: 

und da auch bei diesem Dreiecke die zwei Seiten fl M und t M 
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vermöge der Construction ungeänd^t bleiben, so wird der Faktor 
— conslanl sein. Da also: 

2 . . 

0-2 : 2 = 0*1 ist, 

so folgt: tang = lang , O'l 

oclor tang ^^ c= tang ^^^ • I3 • • • • (I^) 

Subsliluirl man hier statt den obbeslimmten Werlh , so 

2 . ■■ ■ ' - 

bal man 

iang^^^ = tang 35® 52' 36-4" . ^ 

A 

und log tang ^""^ = 'oglang 35** 52' 36*4" — log 10 ; 

2 



nun ist log tang 35® 52' 36 4"== 9*8592955 — 10 
Und log 10 »r 10000000 



, welches addirt, 



gibt log tang ?-II^ = 8.84:92955 — 10; 

diesem entspricht: 4® 8' 12". 

Also ist fZJH = 4® 8' 12", 

2 . 

daher x — y = 8® W. 24" 

und da ^+y «=s7l® 45' 12*8" gefunden wurde, 

so folgt 2j? =s80®t' 86-8", 

daher x =» 40® 0' 48-4". 

Da nun j? «= s; s y ACJ ^=» | iiCB ist, 

so hat man z ta= 40® 0' 48*4"; 

es ist aber ? = ^ACB » 60 : 3 «:* 20®, 

3 • 

und §9 = 1 ^CB = 2 X 20 = 40®, 

daher folgt der Fehler F = 0® 0' 48 4", 
d. h. es ist der nach dieser Construction gefundene Winkel »s=d|9 
um 0® 0' 48-4" zu gross, daher der Winkel BCJ als der dritte 
Theil \on ACB um 0® 0' 48-4" zu klein. 

Halbirt man jedoch den Winkel ACJ ss 5S, so hat man 
I ACJ = 1 55 = 20® 0' 24" = iq>' 
Es wird daher der in diesem Falle begangene Fehler F = 0®0' 24" 
sein ;. welches offenbar ein äusserst geringer Fehler ist. 



und 3) lang ^L-l = lang -J*' . ^ - . . . . (IX), 
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Man kann abo auf diese Art die Fehler auch bei jedem an- 
dern Winkel mittels der drei enlwirkeilen Formeln: 

O lang — ~- = tang— ti . 0-6 ... . (III), 
2) sin y = 0*45 . sin a .... (VI), 

sehr leicht berechnen, und zwar wird mittels Formel (III) derWin«! 
kel a' =^ a in Graden gefunden, mittels (VI) wird }/, somit aucK 
X'\- y bestimmt, und mittels (IX) jvird x = % s=s ^ fp berechnet» 

Rechnet man nun so fort von 10 zu 10 Grade, so findet man big - 
zu dem Winkel von 90° folgende Resultate und Fehler: 
Fürg? = lO^istl» = ig> = 3<*20' i", daherF = 0^0' 6", 
„ g? = 20<> „ i% = ifp = ßO^Qi 2-a" „ F =. 0^0' 2-»", 
„ g> = 30** „ f« = ig) «X 10<> 0' 6-5" „ F = 0^0' 6'5"j 
„ g> = 40« „ ls5 = l^p =1= 13?20'ir2" „ F — O^O'lhÄ'f, 
„ 9 «= 50%, 1» = Jg> =. 16®40'20-3" „ F «» 0^0'20*S''^ 
„ g> == 60°„|J5 =- |g? c= 20® 0'24" „ F *=- 0*0' 24^ - 
„ g> = 70® „ i» = |9 3= 23^20' 24" 5, F = 0®0'24'', 
„ g> = 80®„is5 = |g? = 26® 40' 24" „ F «0*0*24", 
„ g? = 90®,, i» = ig? = 80® 0'46-6"„ F = 0®0'46-6". 
Diess zeigt nun deutlich, wie ausserordentlich die Genauigkeit - 
bei dieser Methode ist; denn schon einige Minuten haben beim ge- 
wöhnlichen Zeichnen keinen besonderen Eiufluss, da hier aber nur' 
Secunden vorkommen , so können diese als Null angeschen werden; 
und es ist daher diese Methode äusserst genau. 

Rechnet man nun so fort von 10 zu 10 Grad auch für die- 
jenigen Winkel, welche grösser als 90® sind , so Gndet nian schon 
grössere Fehler, denn 

für g)=100®ist|55 = ig> = 33®22'40 2",daherF=0® 2' 40, 
„ g)= HO® „ |55=ig? =36®47'48-6" „ F=0*7'48-6", 
„ g)=120®„ jÄ=|g) = 40®17'58-2" „ F=r0®l7'53-2" 
u. s. w. Man sieht also daraus, dass man dieses Verfahren noch 
bis ztt dem Winkel g> = 120® anwenden könnte, üeber diesen 
Winkel hinaus wächst der Fehler rasch, so dass der Fehler bei 
g) s=a 140* grösser als 1® wird. 

Wird jedoch der zu theilemle Winkel zuerst halbirt, so kann 
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man nach diesem VerfahTen jeden Winkel bis ISO" auf Sekunden 
genau Irifiecciren. 

Ist der Winkel grösser als 90<* oder Buch schon nahe an 180", 
so wie z. B. der Winkel ^CA (Fig. 119), so verlängere man beide 
Fia.tfO- Schenkel des gegebe- 

I nen Winkels über den 
Scheitelpunkt C hinaus, 
trage von dem Schei- 
telpunkte aus , auf 
beiden Verlängernngeo 
I eine beliebige Elnbeil, 
hier -01, zehnnlil inf, 
mache C£ ■• CK* «* » 
I solcher EinheKen (ia- 
I dem man OBt^dff 
und ebenso B'D' ^ 
CJl'machl), begchrcibe 
] ausC mit CJE den Bo- 
gen E'ABE, halbire denßogen AB in F, führe aus diesem Punkte 
dnrch 4 und 4' zwei Gerade bis O und B und aus jedem dieser 
Punkte ziehe man durch den Mittelpunkt C abermals Gerade bis J 
und V, wodurch AJ =±jf .» bV « |^B erhallen wird. 

Dieses Verfahren ist selbst dann vorzüglich, wenn der Halb- 
inesser ziemlich gross angenommen wird, weil man mit der Con- 
siniction über den Theilungekreis nicht hinanszDg'ehen braucht. 

Vergleicht man diese Construclion mit jeder der SS Torher- 
gehenden, so findet man , dass sie von allen diesen die richtigste 
ist, indem sie, t>ei ihrer Einfachheit von dem kleinsten Winkel an- 
gefangen bis zu jenem von 90**, den Fehler nur in Semnden gibt, 
ohne dass man den gegebenen Winkel zuerst halbirt. Geschieht aber 
dieses zuerst, so wie in der vorhergehenden Figur, dann wird auch 
jeder Winkel von bis 90" desto sicherer auf Secunden genau ge- 
drittelt ; und zwar wird der Fehler geringer als 20 «Secunden sein, 
denn beim Winkel 9)^45" =^R ist er kleiner als 20 Secunden, 
da er bei tp^hd^ nur 20 Secunden betrögt. Dasselbe gilt auch 
von jedem Winkel, der^ grösser als R und kleiner als 2B ist. 

Diese Methode dürfte daher nächst der oberwähnlen ein zwei- 
ler Glanzpunkt der hierin niedergelegten Erfindungen sein. 
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XL. Trlsections-Methode 

millels eines Substilulionsbogens , wornach man slfl» 8 jgg g^_ 
grbenen Winkek findet. 

ConatructioR dee TrUeclionfi bogen b. 
Man trage eine beliebige Einheit von irgend einrai Punkte einst 
Ceraden, hier in Fig. 120, aat AE dasSlückCl voa Caus nach den 
Flff. 120. 



beiden Richtungen 6inal auf, 80 dandann C9<=C^oivt ACaaBCi^it 
beschreibe über J£ einen Halbkreis ^il Abmache BE^BCmmAÖ, 
errtehte im Punkte C eine Senkrechte , veri)inde O mit S dttrdi 
eine Gerade and beschreibe dann aus dem Theüungspiinkt« F Xoitr 
t) der AC mit dem Halbmesser FO = der Summe von 9 CinÜeiten erneu 
Bogen GH, welcher von der Geraden OE in B geschnitten wird, 
so ist der Bogen OS der Trigectionsbogen. 

Sollte nun mittels dieses Bogens irgend ein Winkel gedrittelt 
Werden , z. B. der Winkel A CM, so verbinde man den Punkt M 
mit E durch eine Gerade, welche den Thnlangshogen in fi schnei- 
det, und ziehe aus dem Mittelpunkte C durch den so auf dem Bo- 
gen O H erballenen Punkt N eine Gerade bis zu der Peripherie, so 
ist das hierdurch auf dem Halbkreise ABB ebgeschnitlene Stack 
BP s iAM. 

Wird nun der Bogen BP in Zirkel gefasst und auf dem zu 
theilenden Bogen A M einmal von A und das anderemal von 31 aus 
aufgetragen, so erhält man 

arc AI — in « UM = ^AH, 

somit, wenn die Punkte l Und It mit C verbanden werden, auch 

:^ ACI = teil = IICM ■= ^ACM. 



178 



XLI. Triseclions- Methode 

ebenfnlts inilteU eines subeliluirten Bog^ens, welche insorerne vor- 
(heilbartcr ab die vorhergehende ist , als man mit den Hilfitlinieii 
und Hiifspunkten gar nicht Aber den zu theilenden Kreis hinans n 
gehen brancht. 

Diese dem vorhergehenden Verfahren ähnliche Methode besieh! 
also in Folgendem: 

Es neiACM {Fig.iaiyia 
I gegebene Winkel und AB der 
nihm entsprechende Bo^;n. tan 
■ ergänze denfiogM des gcge- 
IbenenWinliels tn einem Kreise, 
I Führe durch den Hittetpunktf 
liien Durchmesser DEJ_ACf 
n verlängere AC bis ff, Iheile 
Iden Quadranten AE in acht 
I gleiche Thefle, verbinde den 
T'rslen Theilungspunkl mit den 
iMitlvlpunkte und theile den so 
I erhaltenen Halbmesser CO in 
I drei gleiche Theile ; wird end- 
lich aus dem ersten TheiluiigKpunkle B (oder 1) mit dem Radint 
gleich der Entfemujig AH der Uogen Ax buscbrieben, so ist die- 
ser der Trisectionsbogen für jeden beliebigen Winkel bis nahe an 90". 
Um nun mittels eines solchen Bogens z. B. den Winkel ACB 
in drei gleiche Theile zu Iheilen, verbinde man den Punkt B mit If 
durch eine Gerade und führe aus dem Punkte E durch J eine zweite 
Gerade bis zn dem Bogen AO, wodurch aif^BK es 1^^ abge- 
schnitten wird. Macht man nun ^Ir und BH ^= BK, ext folgt: 

arc AI -» lU = IIB = {AB 
und -i^ ACI B» ICH = HCm = iAcB. 'in 

XLII. Trisectious-Hethod« ,-.„(, 

mittels eines Snbstitutionsbogcns ausserhalb des Grusdkreiaalit'i 

Nach der hier folgenden Methode kann jeder beliebige ^^ 

bis 90" gleichmässig, ohne dass der Fehler wuchst, mit sdir tTOMtf 

Genauigkeit gedrittelt werden. 
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Cons tr noti on des Tris ectionsbo ge ns. 

Man begehreibe übtr der Geraden AB (Fig. IS2) einen Halb- 
«ff. /??, 



kreis ADB, dibcIih BE = BC, begebreibe aus A mit dem Radios 
gleich AB einen Bogen Ba, errichte in C eine Senkrechte, welche 
den Halbkreis ADB in D tridt, und verbinde D mit E, so ist das hier- 
durch von B u abgeschniltene Stück 0F ein Trisectionsbogen 
tÜT jeden beliebigen Winkel hie 90**, wobei der Fehler nicht mit der 
Grösse des Winkels wächst, sondern constani bleibt. 

Sollte nun mittels dieses Bogens irgend ein Winkel gedrilleil 
werden, z. B. der Winket ACO CFig.122), so verbinde man den 
Punkt O mit E durch eine Gerade , welche den Trisectionsbogen 
BP in H schneidet und ziehe auch die Gerade Cff , wodurch das 
Bogenstflck BJ s^^AO erhalten wird und zwar bei unsern ge- 
wöhnlichen Conslructtonen mit einer sehr grossen Genauigkeit 

Ueber den Punkt F hinaus darf man aus dem Grunde nicht 
gehen, weil dieser Bogen nur ein Substitulionsbogen für eine Tri- 
seclionscurve igt, welche noch bei JP sehr genau mit dem Substitutions- 
bogen übereinstimmt, dann aber fiber JT rasch eine starke Krflm- 
mnng annimmt, die von dem Kreisbogen Bu bedeutend abweicht. 
f^. lU. 
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Bei Zeichnungen von grÖBSPrem Maustabe wird man den Mit- 
lelpunkt für den Snbstilulionsbogen auf folgende Art finden: Man 
zeichne wie zuvor einen Halbkreis ADB (Fig. 123) und errichte imPunkle 
Ceioe Lothrschle ÜD^ alsdann halbire man dm QuadriuileD AB in 
£, fllle ans E sat AB eine Lothrechte BF, dnrcheclinflide au B 
mit CO den Bogen BDinO, halbire BO in B und verbinde die- 
sen PiitiU mit A durch eine Gerade, welche die Lothrechte EF in 
J trifft und diesen Punkt als den Mittelpunkt fax den Triaectünu- 
bogen pbL Wird nun aus J mit der Entfernung BJ der Bogen 
Bh beaohrieben, ferner D mit K durch eine Gerada verbanden, w 
ist der dadurch abgeschnitlene Bogen BL der TrlBectiooBbogeu tb 
jeden beliebigen Bogen bis 90" ; und zwar selbst bei Zeichnnngen t« 
grösserem Massslabe mit einer ausserordentlichen Genauigkeit. 

Was nun die Dreitheilung betrifft, so ist das Veifahroi in» 
zuvor; man verbindet nämlich den Punkt St des Schenkels CMym 
dem zu theilenden Winkel ACM mit dem Punkte K durch ciM 
Gerade u. s. w. wie bereits gezeigt wurde. 



XLIII. Trisectlons-Slelhode 

mittels eines Substitntionsbogens innerhalb des zu theilenden Kreiws- 
Diese Methode ist eine derjenigen, nach welchen man bei der 
Conslruclion nur wenig über den Grundkreis binauszugehen brauebL 
ng. m. Es sei.! OB (Fig. 124) 

■ der zu Iheilende Winkel 
lund AB der ihm entspre- 
I eben de Bogen. Man ver- 
I längere den einen Schen- 
Ikel AO über O hinaus, 
I nehme auf demselben d« 
IsUcfc Ol beliebig an od 
I trage ea darauTSmilavf; 
btischnibe dann ans O mit 0& einen Halbkrns, schneide von de»* 
selben durch die aus unter 46*. bis D geßhrte Gerade den vier- 
ten Theil ab und beechreibe tödlich aus dem TheilongapnAI* I 
der Geraden O« mit der Entfernung D 6 den Bogen DE, wo W 
diewr der TrisectionsbogenfOr jeden beliebigen Winkel von bb ISi'> 
Soll nun mitleb diews Bogen« i.B. der Wiakd AOB (adri^ 
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teil werden, so verbinde man den Punkt B mit C durch eine 
Gerade (d. h. man ziehe die Sehne des Ergäniungawinkela BOC za 
ISO") , welche den Triseclionsbogen in F schneidet; wird alsdann 
durch P die F/y^C gelogen, so wird du Slftdi Al^^AB 
abgeBcfanitten. — Bs laut sich abo AI auf dem Bogen AB dreimal 
mit grosser Genauigkeit auftragen. 

Sollte nun irgend ein Winkel, der über 180" und auch nahe 
tu SA ist, gedrittelt werden, z. B. der erhabene Winkel A0B 
-f'*- "^^ (Fig. 1 a 5), 80 trage man auf dem 

I Schenkel AO eine beliebige 
I Einheit O I aechsmal auf, be- 
I schreibe ayii O mit 6 einen 
I Kreis, hulbire den Ergäiizungs- 
I Winkel a durch Ott, über- 
I trage aufdiese vonCaus^^lO 
I nach 6, beschreibe ferner aus 
I dem Punkte 6 den Trieecli- 
I onebogeni>£F, verbinde den 
I Punkt C mit A und B durch 
I Gerade, welche den Sections- 
bogen in G und U schneiden , und führe durch diese Punkte die 
Crjund BK paralli-l zu CO, wodurch 

arc ^J = JK = BK = ^AJKB 
und -^ JOJ = JOK = KOB = ^AOB 

erballen wird. 

Die Verlängerung von dem so erhaltenen Trisectionsbogen darf 
aber die Punkte D und F hinaus nicht in Anspruch genommen 
werden, weil in diesem Falle der Fehler sehr rasch wächst. 

Diebe Methode ist wohl etwas beschränkt, indem nach der 
Berechnung der Fehler einige Hinuten beträgt; dessenungeachtet 
ist sie hei gewöhnlichen Zeichnung«! sehr eu empfehlen , wail sie 
höchst einfach , dabei sinnreich und auch für die grAsaer«] Winkel 
eine praktische Genauigkeit gewfibrt; denn der Punkt O (Fig. 124) ist 
malhematisch richtig, weil der Viertelbogen 110 sich auf dem Bogen 
Ad ma thematisch genau dreimal auftragen lässl; es musa also noch 
der Punkt E besonders genau bestimmt werden, da von diesem die 
Richtigkeit der Theilung abhängt. 
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XI JV. TriMfrlioiiH-Mrlhode 

(mittels filier GeTarlin). 
'*'■ "*• Ein selir eiiifiicfan 

I und zugleich iiilure»6Bn- 
I 1» Verfahren ist Pol- 
I gendes : Man errichte 
I im Schi' ilel punkte de» 
rpgebenenWinkele^OI 
I (.Fig. 1S6) eine Senk- 
I ffchte C & , trage anr 
I dem einen Schenkel eim 
betiubigu Einheit 1 viermal auf, beGchreibe dann mit dem Halbmer- 
ser gleich vier solchen Einheilen einen Bogen A B , durchcchneiil« 
mit demselben Halbmesser die in erricblete Senkrechte bei C 
und die Verlängerung von AO bei ; halbire den (^ladnnten A C 
bei £ und verbinde diesen Halbirung^punkt mit dem dritten Tbei- 
lungspunkle der AO durch eine Gerade, so ist dann £3 die Tri- 
»ectionslinie, vermillelet welcher jeder beliebige Winkel von — Alt* 
mit einer au^Beroidentlichen Genauigkeit gedrillell werden kann. 

Soll nuti z. B. der Winkel AOB gedrittelt werden, ao fsaw 
man dessen Sehne ^ A in Zirkel, trage sie vat die Normale C von 
Oiiach F, verbinde dann den so erhaltenen Punkt Fmit ^ durch eine 
Gerade und führe durch den so erfolgten Durchschnittspankt 
Cetieiifalls eine Gerade, welche die verlangte Theilungslinie sein wird. 
Ist der gegebene Winkel >■ 45", so wird er halbirt und mit 
jeder der beiden Hälften so wie zuvor verfahren. 

XliV. TriseetlQns-Method« 

(mittels derParallelbÖgennnd einer Tranaveria len). 
Dieses Verfabren ist von dem berfihmten AsInHiomen TgeMe 
de Brake. 

Es sei ABC (.Fig. 117) 
I der zu Iheileiide Winkel and 
IaC der ihm entsprechende 
I Bogen. Man nehme aaf dem 
I Schenkel AB eine beliebige 
I Einheit A I an und trage sie 
AB von A aus dreimal auf; besvlireibe durch jeden so erhal- 
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lenen Theilponkl der ^1 B aus S einen Bogen und ziehe die Trug- 
versale AD , so sind die 2 auf den 3 mittleren Parallelbögen er- 
haltenen Durchschniltspunkte m und n Punkte der 2 'nieilung;8linien. 
Zieht man nun aus B durch m und » die S Geraden BI, 
BlI, so folgt arc J/ n /// — I II tll = \ ÄC 
und ^ ABI^IBII = IIBUI <= ^ABC 

näherungsweise aber bei sehr kleinen Winkeln recht anwendbar. 

Bei diesem Verfahren werden die Theilpunkte I und // desto 
richtiger erhallen , je mehr die auf A B angenommene Binbeil sich 
der Sehne des Drittelwinkels näherte Man findet diese Construction 
insbesondere in Mafer'» praktischer Geometrie, Göltingen 1614. 

Für grössere Winkel läest sich dieses auf folgende Art ver- 
bessern: Nachdem man in Fig. 128, wie zuvor, die Parailelbögeo 
gezogen hat, führt man aus C zu ^ A eine Parallele, verlängert den 
durch 3 beschriebenen Bogen bis 0, zieht die Transversale AB, 
welche auf den 2 Parallelbögen die Punkte nt und n etwas genauer 
bestimmt, wie zuvor. Doch ist die erste Art bei sehr kleinen Win- 
keln hinreichend praktisch und leicht ausführbar. 

XtVI. Trisecllons- Methode. 

Die einfachste, genaueste und anwendbarsleMethode der Drei- 
theilung bei sehr kleinen Winkeln ist unstreitig die hier Folgende : . 

Ftß. '« Es sei ilCB (Fig. 12») der 

zu Iheilende Winkel und AB 
der ihm entsprechende Bogen. 
Han trage auf dem einen Scboi- 
kel dieses Winkels, hier auf AC 
von j4 aus eine beliebige Einheit 
(jedoch nahe | AB) Smal auf, be- 
schreibe aus dem Scheitelpunkte 
C durch jeden Theilpunkt der AC 
Parallelbögen zu AB. Nun fasse 
man AC ia Zirkel und be- 
schreibe damit aus A den Bo- 
gen Cu und aus F den Bogen vw, welcher den letzleren in G 
schneidet. Beschreibt man femer ms Omi\ AG ^ AC dm Bogea AF 
und fAhrt aus C durch die so auf den Parallelbögen erhaltenen Darch- 
schnittspnnkte IT und J die Geraden C£, Ch, so Iheilen diese 
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hen g:i>g;ebenen Bogen und Winkel in drei gleiche Theile, eo dan 

Aer arc AL *= LK ^ KB= ^ÄB 

nnd XACIj =- LCK -• KCB — ^ÄCB erfcdgt. 

Dieses Veifahren Ist fflr kleine Winkel eine sehr genaue Sub- 
slitutioD, dernrt, dets man sich keine bessere wflnccben kann. 

XLVII. Triseetions'Methode 
mittels der Trisectionscurve (von L. P. V. U. Azeiiutr, 
tnaz^iscbem Malbenieliker), 

Diese Helhode mittels der Trieeclionscurve beruhet auf den 
hier nachfolgenden zwei Salzen ans der elementaren Geometrie, 
welche zeigen, wie man das Dreifache eines gegebenen Winkels 
findet. 

Die krumme Linie selbst beruhet auf einer Gleichung, wdehi 
Öarnier aus den Eigenschaften dieser Linie abgeleitet bat, nSmHeh 
auf der Gleichung: 

^. _ s,.„ + ,..,, (t^^ = 0, 

in welcher P und 8 das grof^se und das kleine Segment tÄjm 
Sphäre und a> den Abstand vom Mittelpunkte bedeutet. 

^f- ""■ Es sei ^BC (Fig. 130) der 

gegebene Winkel und ^C der 
ihm entsprechende Bogen. Be- 
schreibt man ans B mit dem 
Schenkel A B den einen Halb- 
kreis AJBF und aus Ä mit 
demselben Halbmesser den zweiten BSE, fasst dann die Sehne AC 
in Zirkel, beschreibt damit ms A den Bogen CG, welcher den 
Schenkel BC in 6 schneidet und ffthrt aus ^ durch Cf eine Gerade 
bis Ht SD ist arc A CH ac= S arc ^ C. 

Beweis. Es ist das Dreieck ACO gleichscbenkelig , wd 
nach der Construction A6 a= AC itX^ als Halbmesser eines nnd 
desselben Kreises; da nun die beiden gleichschenkeligen DreieiAe 
ABC nnd ACGAm Winkel an d« Basis, d. L den Winkel bu C, 
gemeinschaftlich haben , so müssen sie natürlicher Welse auch ihr« 
3 flbrigen Winkel einander glach haben ; sie sind daher ähnlich, folg- 
lich ist -^ABC^-^CCAQ. Da femer -^CAB oder CAG an Peri- 
pberiewinkel und 00 ein Centriwinkel ist, welche auf demaellMn 
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Bog:en aufstehen, so ist wo CH = 2 arcJC, folg'lich rnns« ancb 
ITC A CB das Dreifache des arc A C sein. 

Eine weitere Betrachtung dieser Construcliun leigt uns fer- 
nrr, da AX ^ AB aU Halbmesser einander gleich sind , daher 
V^ffB = ABK ist, dasB HC -= GK und BG -> CK ist. 
Hag nun der Winkel, von dem kleinsten bis 860" genommen, 
wie immer gross sein , so wird diese Cmistruction and der Beweis 
immer eine gleiche Gellung haben. 

Einige spezielle Stfllungen des als drehbar gedachten Schenkels 
BC um den Punkt B machen diese Construction etwas klarer. Demi 
ffg fjf Afinkl man sich den Schenkel 

HC (Fig. 181) am den Pnukt 
B 60 weit gedreht, daas der 
Punkt Cnach C kommt, so mae 
I der Punkt O auf B fallen, nnd 
wird ans A durch B eine 
Gerade bis H' gezogen oder 
was dasselbe ist, die ABhia 
F verlängert, so wird der 
Halbkreis ACHH' das Drei- 
Facbe des Bogens A C sein. Es 
I schneidet aber der eine Halb- 
kreis den andern ohnehin so, das« der Bogen AC dio Halft« von 
d«n Bogen CHF ist, somit ist der Halbkreis das Dreifache d^ 
Bogens AC. Indem nun der Schenkel BC immer weiter und 
weiter gedreht wird, rückt auch der Punkt & naher dem Uittel- 
punkte, milhiD schreitet auch die Gerade .il ff näher gegen den 
Durchmesser AF, so dass für a = 60*^ der Punkt C mit dem 
Mittelpunkte B, und die Gerade AH mit dem Durchmesser ^F 
zusammenfällt, wo dann, wie gesagt wurde, der Halbkreis das Drei- 
fache des Winkels a ^ 60" wird. 

Denkt man sich femer den Schenkel fiC so weit gedreht, dass 
der Winkel a >■ 60° wird, so kann der drehbare Schenkel B C erst 
in der Verlängerung, hier bei O, geschnitten werden, weil die 
Sehne, welche als Halbmesser für den schtieideuden Bogen angenom- 
men wird, grösser ist als der Schenkel BC. 

Hat der Winkel a 90" erreicht, so wird der Schenkel BC, 
erat in der Verlängerung bei <?, , aUo in der Peripherie geschnil^ 
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Un, weil in dii-sem Falle der Punkt A gleich weit vom Tuiikle T. 
und 0, absieht, und es wird der Bogen AC\R6^ das Dreifache 
des Bogene ACC^ sein. 

Hat man den Schenkel BC so weil gedreht, dass der Winkel 
a ^ 1 20** ist, 80 wird die Verlängerung des Schenkels B C« durch 
den Punkt 6^ gehen, und die Verlängerung der Sehne , welche hier 
c= ist, wird die in A gezogene Tangente j4ß^ sein. Das Dreifache 
des Bogtns von 120", d.i. von JC, wird die ganze Peripherie des 
Kreiseo B sein. 

Indem man nun die eine oder die andere Art der Constmc- 
Flff. t3!. lioD für die Bestimmung 

I derPunkl«a,Cfi,&„6, 
anwendet, hat num, wie 
I Figur 132 zeigt, 
lAGO^ 6, &, G^O,9, 
I als eine Trisectionscunre, 
I mittels deren mtn jeden 
I beliebigen Winkel , von 
I dem kleinsten bis 360* 
drei gleiche Tbeile 
I ihellen kann. 

Ist nun z. B. ABM 
I fler zu (heilende Win- 
I kfl, so ziehe man dessen 
Sehne AM, welche die Curve in I> achneidet, und beschreibe 
aus A mit der Strecke AP den Bogen PQ, wodurch man 

arc AQ = j arc AQ M 
erhält und wodurch auch, wenn Q mit B verbunden wird, 
ABQ = \A^M erfolgt. 
Gleiches gilt auch von jedem andern Winkel bis 360, sobuld 
die Trisectionscurve richtig construirl ist. 

Aus dieser Figur kann man zugleich entnehmen, wie man die 
Punkte der Curve nach der ersten und nach der zweiten Art fin- 
det. Nach der ersten Art findet man 6,, ß,, 0„ .... indem min 
in den beweglich gedachten Halbmesser mit der der jedesmaligen Stel- 
lung entsprechenden Sehne Einschnitte macht; und nach der zweiten 
Art findet man diese Punkte, indem man den beweglich gedachten 
Halbmesser bis zu der Peripherie des Kreiaea um A verlingert and 
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von dor Peripherie aus auf joder so entstandenen Sehne ßiV, 
BiV, , BiVj .... den Halbmesser AB auftragt. 

Azemar gibt wohl auch ein Mittel an^ diese krumme Linie 
continuiriich zu beschreiben, aliein dies hat in der Praxis nur einen 
geringen Werlh, wesshalb wir es hier nicht aufnehmen. 

Viel interessanter und werthvoller ist die Art, wie man diese 
krumme Linie mittels Zirkel aus Kreisbögen zusammensetzt, welches 
merkwürdiger Weise auch wirklich Statt findet. Dies geschieht 
auf folgende Art: Beschreibt man aus G^ mit AG^ den Bogen As 
und durchschneidet ihn mit demselben Halbmesser aus G^ in m, so ist 
m der Mittelpunkt und die Entfernung mG^ der Radius für den 
Substitutionsbogen G^ G^. Beschreibt man ferner aus G^ und G^ 
mit A G^ abermals zwei sich bei m^ schneidende Bögen, so ist m^ 
der Mittelpunkt für den nächstfolgenden Substitutionsbogen G^ G^^ 
welcher mit demselben Halbmesser beschrieben wird, mit welchem 
der Mittelpunkt gefunden wurde. 

Nimmt man nun sofort den grösseren Abstand von A eines Bogen- 
slückes zum Halbmesser und bestimmt auf obige Art für jedes S(ück 
den Mittelpunkt, so lässt sich diese krumme Linie sehr leicht und 
praktisch mit dem Zirkel beschreiben, welches desto genauer sein 
wird, aus je mehr Bogenstücken sie zusammengesetzt ist, also je 
mehr Punkte man für diese bestimmt hat. 

Diese krumme Linie hat ein französischer Mathematiker Azemar 
erfunden und Garnier^ Professor der Mathematik an der polytech- 
nischen Schule in Paris, hat ihre weiteren Eigenschaften untersucht, 
welches in dem Werke : Trisection de Tangle par L. P. F. M, Azemar^ 
suivie de recherches analytiques sur le meme sujet, par J. G, Gar^ 
nier^ Professeur a TEcole polytechnique, Paris 1809^ zu finden ist. 

Da die genauere Beschreibung, sowie die analytische Abhandlung 
dieses Werkes zu weitläufig ist, so wurde hier nur dieConstruction 
und die Erklärung in Kürze aufgenommen. 

f XLVII. Triseciions - Methode 

(mittels der Hyp erbel). 

Zum Schlüsse der Trisection wollen wir noch, so wie in der 
Einleitung, eine bekannte Methode und zwar die mittels Hyperbel 
angeben. 
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Schulz von Strassnioki sagt in seiner Geonetrie für Prik- 
tiker über die Auflöeung der geomelriEchen Aufgaben Folgmdeg: 

Die allen griechischen Geometer nannten die Auflüningen der 
geometri gehen Aufgaben mittels krummen Linien mechanische 
Auflösungen, hingegen die Auflösungen bloss uiiltelfl Zirkel und 
Linial geometrische Auflösungen. 

Es ist leicht begreiflich, dass nicht alle Aufgaben der Geonie- 
trie bloss mittels Zirkel und Lineal gelöst werden können, d. h. eme 
geometrische Auflösung zulassen. Eine solche Aufgabe ist die: EinM 
gegebenen Winkel in drei gleiche Theile zu theilen. 

Wie solche Aufgabe mittels der Byperbel aufgelöst wird, soll 
hier gezeigt werden. 

Es sei der Winkel ACB = a (Fig. 1S3) gegeben. Denkt 
Fl", las. man sich aus C mit AC einen 

Kreis beschrieben, so handelt es 
sich d8rum,den PunklF imKreis- 
bogen ^ B so zu bestimmen, 
dass arc AF « ^AB ist. 

Zieht man nun BOS_AC, 
setzt CD = a, BD = b, 
nimmt den Mittelpunkt C als 
Anfangspunkt der Coordinalen 
an, betrachtet JC als Achse 
der iT, setzt CP=ir, FP^g, 
und den Halbmesser BC=. r, 
so ist 

1) a = r cos a 

2) b = r sin a, 
8) jr =1 r cos -, 




4) y ^ r sin -. 

Schaßt man aus diesen vier Gleichungen r und a weg, so hat 
man dann nur die Beziehungen zwischen a, fr, a; und jr, d.h. man 
bekommt die Bestimmung der Lage des Punktes FrQcksicfallich di« 
Punktes B. Zu diesem Behufe haben wir: 

9« , . t« 

K cos -— + r sin a sin —j 



»(«-V") = 
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. « . / 2«\ 2« . 2a 

y = r Sin - s= r Sin f « J » r sin «cos r cosasin — • 

Hultipliciren wir die erote dieser Gleichungen mit r sin a, die 
zweite mit r cos a, und subtrahiren sie von einander, so folgt: 

jrr sie a — yr cos« s= r' sin — , 

bx — ay =s 2r' . sin - . cos -, 
^ 3 3' 

und bw — ay ^= 2x y^ 

das ist die Gleichung einer krummen Linie , die unsern Kreis in F 

80 schneidet, dass AF ^s ^ AB ist. 

Nim wollen wir untersuchen, was das für eine krumme 

Linie ist. 

Nehmen w O aU Anfangspunkt an, wobei CE - ? und 

OE SB - ist, so bat man, wenn x* und y' die neuen Coordinaten 
rficksichtlich des Anfangspunktes O bedeuten : 

a? = a?' — - , y = - + y, 
daher die neue Gleichung unsrer Krummen 

'^■-i)-«a+'')=K''-f)a+»') 

%b 

oder a?y' s= -r* 

4 

Unsere Krumme ist also eine Hyperbel, wo die Coordinatenachsen 
OJ und OK ihre Assymptoten sind. 

Die Coordinaten der Punkte der Krummen, deren Gleichung 
rücksichtlich des Anfangspunktes C bx — ay ^=^ 2xy hX^ und 
die zugleich der Gleichung des Kreises rücksichtlich desselben An- 
fangspunktes, nämlich r' + y' ■=• ^* + **> Genüge leisten, ge- 
ben die Durchschnittspunkte beider Krummen. 

Da nun 6 =» rsina, n as rcos a ist, so gibt die eine 

Gleichung 

rx sin « , ^ 

y = ;; — ; .... (1), 

welches in die zweite Gleichung a?* -f" y* = ^* substituirt, gibt: 

. , r*a?*8ina « 

(2z + rcosa)' ' 

ordnet man nun diese Gleichung, so folgt: 
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4j?*-|-4 rcosad?*-}-r*d?* — r*(2 jr+^cos«)* =0 ... (2) 
oder 4a?*(iP -|- r cos a) — r*(x -\- r cos a) (3a? + '"^^^ *^) = ö, 
oder (4a?* — 3r*a? — r*cosa)(a? +rco8a)=s0; 
daher, wie man sieht, X'\-rQ,o^a as« 0, d. h. a?ss — rcosa eine 
Auflösung unserer Gleichung (2) ist; und substituirt man 

j? = — r cos« in (I), 
so folgt y^= rsina. 

Da also hior x = r cos (ISO*' — «), y = r sin (180** — a) 
ist, so schneidet unsere Hyperbel den Kreis in einem Punkte, des- 
sen Halbmesser mit AC einen Winkel von 180® — ^> bildet. 

Um die übrigen Auflösungen zu finden ^ hat man: 

4ip' — ^r^x — r'cosa = . . . . (3) 

Da aber, wie wir bereits wissen, 

« , . « 

X = r cos -und y = rsui- 

3 ^ 3 

eine Auflösung von (2), also auch von (8) ist, so muss a? = rcos- 

die Gleichung (3) wirklich auf Null reduciren, was auch in der 
That der Fall ist; denn es ist: 

4r*cos*- — 3r*cos- — r*cosa^=0 .... (4), 
3 3 

weil, wie man sich leicht überzeugt, 

« « « ** • » 
cos« s= 4 cos* 3 cos ~ ist, 

3 3 

[da nämlich: cosSor = cos 2 j? cos o? — sin2arsinj? 

t=: (co8*a? — sin*jp)cosÄ? — 28in*.rcosa? 

= cos ^x — 3 sin 'jp cos x 

s=s cos ^ j? — 3(1 — cos *a?) cos x 

= 4 cos "^x — 3 cos X isl]. 

Dividirt man nun den Ausdruck in (3) durch j?— rcos-, .so 

erhält man: 

(4 «• — 3 r* a? — r' cos a) \(x — r cos - j 

= 4a?* 4" 4ra?cos - -\r Mcos* — — 3jr*, 

daher 

(4 a* — ^r^x — r'cosa) 

= j 4 a?*4~4 '*a? cos - -j- (4cos* Sjr' |(?p— ^cos-J, 
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folglich geschieht der Gleichung (3), altM) auch der Gleichung (9) 
Genüge, wenn man die Werlhe Tür x sucht, welche 

4j.« -f- 4riPC0s- + Mcos* sV' =« o machen. 

Diese Gleichung aber gibt uns: 

j7 ss= — - (COS - 4- \/3 sin ^ J 

oder X = *'(."*' ^^^ 3 - T * ^*" 3/' 

dl aber 

— 1 = COS I20® = C08 240^ -— = sin 120®, 1- =r sin 240" 
ist, so hat man 
X = r (cos 120® cos ^ —sin 120® sin ^j = r COS (" f- 120^), 

X « r rcos240®co8^ — sin240®sin - j «= rcos( ^ + 240**\ 

Man hal daher ausser j? = — r cos « folgende drei Auflö- 
sungen : 

« /«-fSGOx /« + 2.3C0\ 
X = rcos -, j? = reos f — - — J, x =r rcos f ; . j, 

dejien vermöge ar* -f" y* = *** 

. « . /« + 360\ /a + 2.360\ 
y = r Sin ^, y = r sin (^—3— J, y = r sin ^ -I-^ J 

entsprechen. 

Es gibt also der Durchschnitt der untersuchten Hyperbel nicht 
nur den dritten Theil des gegebenen Winkels er, sondern auch den 
dritten Theil von 

« -f 360®, a + 2 . aeo, 

was auch ganz in der Ordnung ist, denn wenn man einen Winkel 
a betrachtet, so kann dieser Winkel entstanden sein, wenn sich der 
eine Schenkel um einen Bogen er, oder auch um den Bogen 
« + 860®, a + 2 . 860®, « + 8 . 360® u. s. w. 
gedreht hat. 

Alle diese Winkel unterscheiden sich gar nicht von einander, 
aber ihre dritten Theile geben drei verschiedene Winkel, nämlich: 



a a • - - -.0 ^ 



-, - + 120®, - + 240®, ... (6) 

Durch die Division mit 3 bei den übrigen Winkeln, als: 
« + 3 . 860, « + 4 . 860®, a 4- ö . 860* .... 
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kommt man immer wieder auf die drei Winkel in (5) zurück, 

denn : 

a + 3 360 « . ^^^n « 
-:L_ + 3600 _ _, 

3 3 o 

•^ + ° • °^' ^ « ^ jggo _j. 420« = g + 240». 



-* 



Polyseciioii. 



Was die Poiyscction der Winkel betrifft, .d« U das Verfhhreh, 
nach welchem man einen beliebigen Winkel in eine beliebige AnzaM 
gleiclier Theile theilen kann , so waren bis jetzt im AUgemeineD 
3 Verfahrungsarten bekannt. Die eine von Tycho de Brake ^ mit-'. 
tels der Parallelkreise und der sie transversal schneidenden Geraden 
(annähernd und nur bei sehr kleinen Winkeln anwendbar); dann 
das Verfahren mittels der krummen Linie, die Dinostrat'sche Qua- 
dratirix (Quadratrix Dinostratis) genannt , und noch ein anderes 
Verfahren, ebenfalls mittels der krummen Linie, die Tschirnhaus'sche 
Quadratrix (Quadratrix Tchirnhusiana) genannt. 

Die Dinostrat'sche Quadratrix, als die älteste, hat, wie man 
behauptet, Anlass gegeben, dieTschirnhaus'sche zu entdecken ; letz* 
tere hat insoferne den Vorzug vor der ersteren, als man bei dieser 
den zweiten Endpunkt bestimmen kann , während bei der ersteren 
nach der Ansicht mancher Geometer , der zweite Endpunkt sich 
niemals genau bestimmen lässt. 

Unsere Behauptung und Beweis hinsichtlich dieses Punktes 
folgt bei der Construction der dieser Quadratrix entsprechende!! 
Curve. 

Da die Tschirnhaus'sche Quadratrix, wie hier später gezeigt 
wird, nichts anders als eine Schraubenlinie ist und diese schon vor 
Tschirnhausen bekannt war, so hat sie wahrscheinlich desshalb die- 
sen Namen erhalten , weil Tschirnhausen solche zur Theilung des 
Quadranten angewendet und sie näher untersucht hat« 

I. Polysections-Methode , 

anwendbar bei der Theilung eines sehr kleinen Bogens in eine be- 
liebige Anzahl gleicher Theile (von Tycho de Brake ) 

Fialkowski, Theilung des Winkel». 13 
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f'B- '"■ Es sei AB (Fig. 1S4) ir- 

gend ein mit dem Halbmeeser 
AC aus C beschriebener 
Kreisbogen, der in seine ein- 
zelne Grade in den Punkten. 
, n, UI gelheilt ist. Man 
soll nun jeden Grad in n 
I gleiche Theile (heilen. 

Man ziehe mit beliebigen 
Halbmesser aus C den con- 
crntrjschen Bogen aa',,t!i, 
wird auch dieser durch di^ 
Ger«d.eii pf, Cjr, cm ... in ]** 2°, 3" in seine einzelne Gradt 
geth«ilt. Man denke sich nun das Stück Aa Aet UalbmeiBsers 4ff 
in iea Punkten b, e, d ■ . . in n solche Theile gelheilt, dass, wenn 
ducch BIß die coucenlrischen Bogen bb', cc", dd' . . und di^ 
Transvrersalpn al, l"!!, i'*IU .... gezogen werden , die dnrck 
<Me Durchechnittspunkle m, n, o^ p, q . . . . gezogenen Radien C I, 

C2, C3 den Bogen Al in n gleiche Theile Iheilen. Es kommt 

nun blo^s fliir^i^ a^i die Grösse der Radien CA, Ce, Cd ... . 
KU ^efUnunfi)^ v^dehes folgende Belrachtung lehrt. Wegen der un- 
bedeqt^n4eB LSl£? d^ Parallelbögen bm, en, do . . . . könaen 
4i4se ^Is. ger^e Linien angesehen werden , ohne in der Ausübung 
einen i](t(ffl4if:|{en Fehler zu veranlassen. Dann ist aber in den Drei- 
ecken Cbn and CA 1, so wie in den Dreieckui abm und aAl" 

CA: A\ = C«: Am; 
ferner AI" : Aa = bm:ab. 

Setzt man nun beide Proportionen zusammen, so erhält mia 
Ui*. CA: Aa.Al = Cb: ab. 
Ist nun der Halbmesser AC = r, das Stück Aa = a, der ud* 
bekannte Radius Cb ^ sc, also 

ab — Cb — Ca = X — ir — ä), 
und die Länge des Bogens AI° ^ b, folglich der Bedingung dtl 
Aufgabe gemäss AI** = - ; 

so hat man durch Substitution; 



b.r : a . 



-(r — «); 



1#5 



oder 


r : - SS X : X — r+«l 


hieraus folgt 


? . 0? aa ro? — r (r ^ d)\ 

n . 


oder fr 


1 or sr: r(r — a) = ■■ ^— 

n/ n 


Aäkwnntxon 


nrir-^ä) 



.*) 



«r— a 
Man würde ako in besonderen Fallen diesen Werth für of ^ti^&l^' 
neh, die gefundene Länge von einem MäsMAabe rimebmen ,' tniÜ mit 
dieser Zirkelöffhung m^ C den Bogen bb' ziehen; so schneidet äir 
dvrcb m gezc^ene Halbmesser C I einen Bogen . 

A\ = ^^ ab, 
n 

Aus der Vergleichung der Dreiecke CA% und Ccn geht die 

Proportion hervor: Cc : ci» =« CA : ii 2, 

%b %b 

oder y i en ■« r : — , also en = — , y ; 

und in den Dreiecken aen und aAI^ ist: 

ac : en SS An : AI®, 
oder y — (r — d) i cn ^^ a : b^ 

ib by—'bir-'m) 
also en sa — . ^ = : 

iir*— fliir iir(r— ö) 

«r — 2a nr — tu 

gefunden wird. 

Auf dieselbe Art findet man den dritten Halbmesser 

^ . iir(r — a) 

Cd = % =i ; u. s« w. 

nr — Za ^ 

Wenn riun A 1® einen 6rad bedeutet, der z. B. in sechs gleiche 

Theile oder von 1<^ zu 10 Minuten zu theilen wäre, so ist #> == 6, 

und wenn z.B. rse lOO und An s=s n ss 10 wäre, so findet man: 

« .100 (100 — 10) 600 . 90 ^, -„^ 

X = ^^ ^ s=s — = 91*525 . . . . , 

6.100 — 10 690 

600 + 90 «• ,A« 

y 685 »3103. .•., 

600 .90 ^^ «,-^« 1. • i. 

und » « gJ^Zso "^ »^•'^368 bemahe. 

Ebenso berechnet man auch die übrigen Halbmesser. 

Dieses Verfahren findet man schon in Mayers praktischer Geo- 
metrie und in Salomons Geometrie, so wie es hier angeführt wurde. 

18* 
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Mail kann dieses Verfafaren leicht &en Trangverealmaiisslab fär 
einen Kreisbogen nennen, weil diese ConslnictionsweiEe eine Aeirn- 
licbkeit mit einem TransverBalmassgtabe hat. 

Aus der näheren Betrachtung der Figur geht hervor , das«, 
je länger die Transversale ist , desto weiter werden auch die Pi- 
rallelbögen von einander abstehen und desto grösser wird die Dif- 
ferenz der Hatbmefser sein, mit denen sie tieschrieben werden, und 
umgekehrt. 

Eine vollkommene Gleichheit der Entfernungen der Farallel- 
bögen ist nach dieser Construclion unmöglich, weil für diesen Fall 
nicht eine IransverEale Gerade, sondern ein eigener TransversalbD- 
gen erforderlich ist, wie sich dies aus der hier später folgenden 
mathematisch richtigen Quadratrix des Verfassers ergibt. 

Wenn gleicli dieses Verfahren sich in geometrischen Büchern 
vorfindet, so können wir es doch nicht als ein praktisches ansehen, 
weil man erst durch viele umsländliche Rechnungen zu dem eigent- 
lichen Ziele gelangt und weil es auch wirklich, streng genommen, 
keine gromelnsche Conslruclion ist. 

Aus der hier später folgejiden Ouadratrix vom Verfasser igt 
für diesen Fall, wie wir dies schon bei der Triscction gesehen 
haben und wie es hier gezeigt wird, ein anderes, viel richtigem 
und ganz praktisches Verfahren abgeleitet norden , welches das 
zuvor »ngeföhrte in Hinlergrund zurückdrängt. 

II. Polysections-IHethode 

(mittels der Dinottrat'schen Ouadratrix). 



Uff. fss. 




*) Die Thriluog de» Quadranli 



Man zeichne einen Quadran- 
ten ACB (Fig. 13ä), Iheile den- 
selben in eine beliebige Anzahl 
gleicher Theile, hier in 9 *), theiie 
ferner den ihm entsprechend«! 
Halbmesser AC ebenfalls in so 
viele gleiche Theile, als in wie viele 
der Viertelbogen A B getheilt 
wurde, verbinde jeden Tbcilungs- 
punkt des Bogens mit dem Hit- 
telpunkte C und führe durch je- 
den Theilungspunkt des einen 
ta diesem Zwecke geschieht am schndl- 
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UglbmeEEen AC tu dem andern HalbmeeBer Parallele, 

alBo hier 1 f Q 2 II || 3m \\ BC 

bU die der Reihe nach folgenden Halbmesser geschnitten werden, 
80 gibt der Halbmesser Cl mit der Parallelen If den Punkt f; 
der HalbiDCBser C2 mit der Parallelen 211 den Punkt II u. s. w., 
so dasa also hierdurch , wenn die ao erfolgten Durchschnitlspunkle 
eontinuirlich mit einander verbunden werden , eine krumme Linie, 

hier AIIIUI VlII, /X entsteht, welche man Qtiadratrix, ond 

zwar die Dtnoitrafid^ie (Quadratrix Dinostratis) nennt. 

Diese Ousdratrix hat die Eigenschaft, dass man mittels der- 
selben nicht nur den Quadranten , sondern auch jeden beliebigen 
Theil desselben radial in eine beliebige Anzahl gleicher Theile thei- 
len kann. 

Wollte man mittels dieser Quadratrix den Quadranten in eine 
beliebige Anzahl gleicher Theile, z. B. in 13 theilen, so braucht 
man nur den Halbmesser ÄC in die verlangte Anzahl gleicher Theile 
m theilen, aus den Theilungspunkten zu dem zweiten Halbmesser 
bis zur Quadratrix Parallele zu fQhren und durch die so in der 
Qaadratrix erfolgten Punkte ans dem Mittelpunkte C die Halbmesser 
zu ziehen, wodurch der Viertelbogen, somit auch der ganze Qua- 
drant in die verlangten, hier in 13 gleiche Theile, gelheilt wird. 

Hat man also die Theilung des Bogens und des Halbmessers 

genau gemacht und auf die angezeigte Art sorgßltig die Quadra- 

Fig. t3e. trix gezeichnet , so wird euch die 

verlangte Theilung genau erfolgen 

Der Zweck dieser Quadratrix 

ist femer der , auch jeden belieÜ- 

gen Winkel, der unter 90'* iat^ in 

eine beliebige Anzahl gleicher 1%eile 

*■', zu theilen. 

\ Es sei also der Winkel ACD 

\ (Fig. 136) gegeben, welcher z. B 

\ >n sechs gleiche Theile getbeill wer' 

1 den soll. Man construire zuerst, 

jB nach der obigen Art die Qua- 




sten und mathemaliitcti richtig mittels der Halbirung der Winlcel, und 
zwar am bequemsten nach einer der vom Verfosaer bei der BUectidn 
aDgeführten Methoden. ..r 



dratrix AFE (yrtlebt hier bei A sntängt lud den Qalbnwer tSt in 
F schneidet), ziefce aus dem Divchscbniltepunk^ P zn AC die 
Parallele FBf theile das to Vit 4C erbfilteDe Slflck 4C i» » 
viele gleiche llbfile, als in wie viele der Winkel und d«sseii Bogtn 
|;etheiU werden soll und i^iehe durch jeden Thalpnnkt der Aß pi 
BC oder »i FQ Parallele, l>if du Quadratrix geschnilleo iel. 
FO^t man zuletzt durch die fO in der Quadratrix erMgleq 

Punkte l, II, lU aus dem Hittelpuii^te C die Ifn^euer 

Cl» C2, CjH . . . . . , so sind diese die veTlanglea TMlungsliain 
^ gegebenen Winkels und Bogen«, 

so des» arcjl 1 ES 1, 2 c^ 2, 3 » ^> \AD, 

Jind -^AC\ w\C2= %ßZ=» =f \ACD jvird. 

Dies errolgt malhemaÜsch richtig, sobald die Punkte I, It, Itl ;• ■- 
genau hestinußt wftrden, 

finbsti tiitipn für diese krumme Linie. 
Da die Cooslnictii^n Aer Quadratrix von DinQttrat beiiq pnl^ 
fischen Zeichnen zeitraubend bt, und die Einlheilung dt« Wv^fft 
yermiitelsl derselben nur etwa bis |30<* genau awsgefilbrt wer^)|M 
so js( es wpbl besser iu dieser Hinsicht, ei^e Sub^UlHMi^ difrji^^lw 
Kreisbogen zit habm, Dieser Iftsst sieb jedoch nur yäi 41^9 fUpf 
jBufistil^ireii , welche doppelt gei),ommen , i^en jnisamnte^gjf^Ällfi 
Kraisbogen ^r diß yiellbeilang des ganzeq Qufidranlen gibt ,.,„.,, 



Substitntions-Hethode rtir den 




halben Quadraalta 

r 

Es sei.4 0B(7ig. Ut) 
der ZD (heilende Wlhel 
und A B der ihm enlafrc 
chende Bogen. tS*a veP- 
igngere JOüber OhiiHias, 
ziehe durch den Scheitel- 
punkt die CD nonnil 
auf AO, beschreibe mit 
dem Halbmesser O == 
CO = AO den Viertel- 
bogen D E, halbire ihn in 
F und die Hälfte DF 
ebrntoinC: ziehe J9Fniid 
0£F and beschreibe aus 
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S mit dem Halbmesser gleich der Kitfcmung A B den Bogen A »; 
•0 ist dieser ein Tbeil der Onadratrix fSr jeden Winkel vom klein- 
sten bis 46" und auch etwa bis 50". Hat man nun den Bogen Au 
begehrieben, go verfahre man bei der Theihing des Winkels, wie 
zuvor gesagt wurde. Die gänzliche Ejniheilung des Winkels millels 
dieses Bogens ist nicht genau; allein es ist auch nicht nothwendig, 
die ganz« Einlheilung so zo machen, sobafd der erste .Theil, d. ■-, 
der nahe an A liegende genau erhallen wird; denn die äbrigw 
Theile werden millels des Auflragens des geftindenen theiles» Wenn 
uian ihn genau ebnimml, richtig erhallen. 



ubslilulions-Melhode für den 
Dies geschieht auf folgende Arl: 
Flf. 138. 



ganzen Quadranten. 



Man zeichne dm Winkel - 
A CBimR (Fig. 138), hal- 
I bire dessen BogMi A,B in 
D und ziehe ans O die* 
DE II aC, sowie OF| 
I AC; nun fasse man di'a 
Neunziger - Sehne J B in 
Zirkel, beschreibe damit aus 
I iJdenBogen UV, und durch- 
schneide ihn mit demselb'n 
Halbmeeaer aus Fimd Abel ' 
G und H. Beschreibt Bau : 
ferner aus O den Bogen Dtf 
und ausH den Bogen BE, 
so sind diese die SabBtilB- 
tionsbögen fflr die doppelte von D ausgehende Quadratrix. 

Will man nun vermitletst der Bögen DB und DF den recb- : 
ten Winkel AC B z. B. in 8 gleiche Theile Iheilen , so verbinde 
man B mit B durch eine Gerade, theile das so erhaltene SlBck DJ 
in eine um die Hälfte kleinere Anzahl gleicher Theile, ab in wie 
viele der Bogen A B gelheilt werden soll , also hier in vier , lef« 
dann durch jeden Theilungspunkt zu EF eine Paiallele, bü die Bft- 
gen OE und DF geschnitten werden und fOhre ans dem Schei- 
telpunkte C durch jeden Punkt der Snbstitutionsbögen Gerade , bif 
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der Bogen .^BgeschnillciiUl. Hierdurch ist also ausser dem BograAB 
auch dessen enlsprecbendvr Winkel j4 CA in 8 gleiche Theile gelheill. 
Ist die Anzahl Tbeile , in welche der rechte Winkel getheilt 
werden soll, ungerade, bo wird das Slück 0/ in eben so viele 
gleiche Theile gelheill, als in wie viele der Bogen AB, so wie der 
ihm eil {sprechende Winkel zu Ihcilen isl. — Soll z. B. der Winkel 

■ f'?- '«*• ACB (.Fig. 189) inögleichc 

I Theile gelheilt werden , so 
I theile man das Stück DJ 
I ebenfalls in 9 gleiche Theilr, 
I führe aber die Parallelen zu 
' durch jeden zweilrn 
I Theilungspunkt , hier durcb 
, 4, 6, 8, und verrahre im 
I Uebrigen wie zuvor. 

Mitlels der von Dinotlrat 

I angegebenen Ouadralrix kfmn 

I man , wie die Congtruclion 

I zeigl, von A angefangen die 

Winkel bis etwa eO^genaulheiien; eine weitere Theilung isl unzulässig. 

Es soll nun hier gezeigt werden, wie man die Winkel, welche 

über 60", also bis 90" reichen, dennoch genau (heilen kann. Um 

dies einzusehen, construiren wir die Quadralrix (.Fig. 140) wie 

Flg. NO. 
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zuvor, verlängern dann den Halbmesser AC über A hinaus und' 
tragen den einen Theil des getheilten Halbmesser, hier den 8. Theil 
auf der gemachten Verlängerung von AC, so oftmal i^uf, als in 
wie viele Theile der Halbmesser AC getheilt wurde. Ergänzt man 
ferner den Viertelkreis AB zu. einem Halbkreise, theilt den zweiten 
Viertelkreis so wie den ersten ein und führt durch die Theilpunkte 
der Verlängerung zu B D Parallele, so erhält man die Fortsetzung 
oder Verallgemeinerung der Di'nostrat^chen Quadralrix, wie dies 
die Figur zeigt. 

Es erhält also diese krumme Linie, wenn auch die andere 
Hälfte, d. i. die negative hinzugezeichnet wird, wie die Figur 140 
zeigt, eine eigenlhümliche Form, und die durch den Endpunkt £, 
oder durch den 16. Theilpunkt der CE zu BD geführte Parallele 
ist eine Asymptote dieser Curve; denn diese Parallele sollte den letz- 
ten Radius, d. i. die Verlängerung der CD schneiden, da sie aber 
zu einander parallel sind, so kann der Durchschnittspunkt erst in 
unendlicher Entfernung oder was genauer ist, gar nie erfolgen. 

Was den 2. Punkt dieser Curve in der BCj d.i. in ierAxeBw, 
betrifft, so wird dieser nie mitten auf der BC sein, sondern die 
krumme Linie muss durch den Mittelpunkt C durchgehen, welches 
man dann besser einsieht, wenn man statt zu BC Parallele zu zie- 
hen, aus irgend einem Punkte der Verlängerung der A C die Halb- 
messer des Grundkreises schneidet. Allein schon diese Con- 
struction im grösserm Massstabe ausgeführt, zeigt so ziemlich genau, 
dass die krumme Linie sich gegen den Hittelpunkt wenden muss 
und dass daher der Mittelpunkt des Grundkreises ein Wendepunkt 
dieser Curve ist. 

Wie man aus der Figur sieht, kann man mittels dieser Curve, 
wenn beide Theile gezeichnet sind , den ganzen Kreis theilen ; wo- 
bei jedoch nur die an A und F, also beiderseits dieser Punkte vor- 
kommenden Punkte deutlich ausfallen, die andern hingegen werden 
desto undeutlicher, je mehr sie sich beiderseits der Axe Bx nähern. 
Daraus folgt also, dass man mittels dieser Linie die Winkel von A 
oder F angefangen, beiderseits nur bis 45^, daher z.B. den rechten 
Winkel MCN und auch jeden inzwischen liegenden Winkel genau 
theilen kann. Von A oder F gegen B zu ist dies bis 90^ nicht möglich. 

Die Asymptoten dieser Curve, A. \. EJ und OK erhält man, 
indem man die Verlängerung des vertikalen Durchmessers AF bei- 
derseits SS dem Halbmesser des Grundkreises , also AE^=sF 0=s AC 



2Qg 

imckt, dam in E so wie in Q die BJ und QKJ^EG ttAH. 
Ist nun bei diefierCurve AB:Äm «■ jlC:^7, nnd setzt man 

AB ^ a, AC ^ b. Am = v und j17 »i y, 
80 hat man a : » ^ i .- y, woraus ay a> b<g folg:t. 

III. PolyseclionS'Methode. 

Betrachtet man die vorhergehende Methode genau und hüb*- 
«ondere das dabei vorkommende Syatem von Parallelen, welche *n 
den Theilungspunkten des einen Halbmessers des Quadranten am 
zweiten Halbmesser desselben parallel gezogen werden , so - ergibt 
sich das hier nachfolgende Verfahren. Denn kann man die Parri- 
lelen lothrechl auf den einen Halbmesser ziehen, lo entsteht die Vngt, 
ob man sie nicht auch unter einem gewissen Winkel gegen des li- 
nen oder den andern Halbmesser ziehen kann. Die ConsIruetiH 
mit der Analysis verbunden, gibt uns zur Antwort ja- 

Fif. Ni. Bs sei nun ACB (Fig. 141) ein 

I Quadrant. Man Iheile In diesem, wie 
I zuvor, den Viertelbogen AB, ta 
wie den Halbmesser B C in eine ge- 
I wisse Anzahl gleicher Theile , hier 
1 aUo beide in 8, ziehe die Neunziger- 
I Sehne A B , und zu dieser aus je- 
I dem Theilpunkte des Halbmessen ItC 
I Parallele, so wird von der entta 
I Parallelen der Halbmesser Cl in', 
I von der zweiten Parallelen der Balb- 
I messer C2 in fl . . . gesoluiiHM, 
wodurch /, /X, 11/ .... als Punkte einer krummen Liuie «it- 
slehen, welche ebenfi^ eine Quadratrix genannt werden kann. 

Wie man aus der Construction sieht, ßingt diese Quadratrix 
bei B an und endet im Mittelpunkte. 

Will man nun mittels dieser Curve irgend einen Winkel in 
eine beliebige Anzahl gleicher Theile, hier z. B. den Winkel JrCi, 
etwa in 5 gleiche Theile theilen, so ziehe man die Neunziger-Sehne 
A B , führe aus dem Punkte V eine Parallele und theile dag so er- 
haltene Stück der BC, d. i. Bh^ in fünf gleiche Theile. Zieht naa 
nun durch jeden dieser Theilpunkl« zu AB Parallele bis zur Qna- 
dratriz und führt aus dem Scheitelpunkte C durch J, //, Itt ... 
die Halbmesser Cl, CS, <78...., so wird der Bogen B», so wi« 
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ia fbm enisprechende Winkel BCiin ffinf gleiche Theile getheill. 
Em SnbsUtutUm für dieie Cnrre macht man auf folgunde ^t : 

Man ntchne einen KreiiJDfFtPig 143),Eiel)eiii diesem zwei 

Wg- f^'- ^Durcbmewer loihrecht auf einuider, 

D FX AE im Mittelpunkte B, 
lund verlängere DP über F hinab. 
I DurchEchneidet man nun diese Ver- 
llängening aus£ mit AE bei G nnd 
IbeecbreiM aus 6 mit ^ G denBogen 
uAJ, 80 ist dieser der verlangteSub- 
I stilutiongbogen, welcher jedoch nur 
IfQr die Winkelbie 45° gilt. Es bildet 
Idaher der aus fi unter 46° gegenAB 
I gezogene Halbmesser die Gränze die- 
I ses Substitulionsbogens. Hat man nun 
■ irgend einen Winkel, z. B. den Win- 
I keU fi C zu theilen, so verßihrt man 

|hier wie in Fig, 141 gezeigt wurde. 

Es ist wohl nicht uninlereBsant zu wissen, welche Form diese 
krumme Linie im Ganzen hat 1 Theilen wir zu diesem Behufe den Kreis 
AaED(¥ig.li3) in eine beliebige Anzahl gleicher Thoile, hierin 82, 
F/ff. /«. 
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und ziehen die Halbmesser; Iheilen dann den Halbmesser BC, so 
>vie CH in so viele gleiche Theile , als in wie viele solche Theile 
der Quadrant getheilt wurde, tragen den einen solchen 'fheil auch 
auf der Verlängerung des Halbmessers BC auf und ziehen, wie zuvor, 
aus den Theilpunkten des Halbmessers BC^ nach aufwftrb 
Parallele bis zum Durchschnitte mit den Halbmessern, so ist der-eiie 
mittlere Theil dieser krummen Linie, wie früher, bestimmt ;. um min iie 
Punkte unterhalb der D U über C hinab zu erhalten , mfisMÖ ' die 
nächstkommenden Parallelen nach abwärts gezogen werden, denn der 
nächstfolgende Halbmesser kann von der nächstkommenden Paralle- 
len nur in der Verlängerung geschnitten werden; also hier ÜTH, 
unterhalb C Gleiches gilt auch von jedem andern der Reihe nach 
zu bestimmenden Punkte X, XT, XII., ..; und es wird die durch den 
4. Theilpunkt der CD gezogene Parallele zugleich eine Asymptot« 
sein. Denn diese Parallele i^ollte den Halbmesser Cl2 in der Ver- 
längerung schneiden; nun ist aber C12 so wie die Parallele am 
4 unter einem Winkel von 45^ gegen den Durchmesser iiB, also 
muss diese Parallele nothwendiger Weise eine Asymptote sein. 

Dasselbe gilt auch von denjenigen Punkten , welche auf der 
Gegenseite unterhalb des Punktes B zu bestimmen sind ; und es wird 
die durch den Punkt 1 2 oder F der C£f gezogene Parallele zugleich die 
Asymptote dieser Curve sein , aus dem ob angeführten Grunde« 
Man erhält also die beiden Asymptoten, wenn man auf der Verlän- 
gerung des Halbmessers BC beiderseits den halben Halbmesser 
aufträgt und aus diesen Punkten unter 45^ Parallele führt* 

Es geht also diese Linie durch den Mittelpunkt des Grund- 
kreises, schneidet den Krejs zweimal und läuft in zwei Aesten in's 
Unendliche fort« 



iV. Polysections-Methode. 

Bei dem vorhergehenden Verfahren haben wir gezeigt, dass 
die parallelen Hilfslinien, welche bei der Dinostrat'schen Quadratrix 
auf dem einen Halbmesser des (Quadranten normal, also zu dem an- 
dern parallel gezogen wurden, auch unter einem gewissen Winkel 
gegen diese Halbmesser gezogen werden können. In der nachste- 
henden Figur wollen wir letzteres gerade entgegengeaetzt annehmen 
und ausführen. 



Ha sei also ADBE (Fig;144)der Gnindkreis, welcher in 24 
»ff. i44. 




gleiche Theile gelheilt wu — — „^r Quadrant sechs 

gleiche Theile erhält , so muss auch der Halbmesser, hier A C, in 
uchg gleiche Theile getheilt werden. Ist dies geschehen nnd ßingt 
man die Constmction bei A an , indem man die Parallelen anter 
einem beliebigen Winkel, z. B. unter einem Winkel von 60" gegen 
iiC zieht, so wird man hier rechts nur 3 Punkte für die krumme Poly- 
sectionsUnie bestimmen können, nSmIich + 7, -)- //, -)- ///; uiii 
die aus dem Punkte 4 des Halbmessers AC gezogene Parallele wird* 
den Halbmesser C4 erst in unendlicher Entfernung schneiden, d. h; 
Eie wird eine Asymptote dieser Curve sein. 

Um nun auf der entgegengesetzten Seile die Punkte der Curve 
zu bestimmen, muss man den einen Theil dM Halbmessers auf des- 
sen Verlängerung auftragen; und werden aus den so erfolgten 
Punkten die Parallelen gezogen, so müssen die betreffenden Halb- 
messer entsprechend verlängert werden, bis die Parallelen der Ord- 
nung nach geschnitten werden,, wodurch man hier 8 Punkte der 
Curve bestimmt, nämlich — /, — 77, — 177, .... — r77; 
der achte Punkt liegt in der Verlängerung des Halbmessers C7 und 
in der aus 7 gezogenen Parallelen, und der 8- Punkt in der Ver- 
längerung des Halbmessers CS and in der aus 8 gezogenen Paral- 
lelen; da aber beide Linien gleiche Winkel gegen AC bilden, so 
sind sie zn einander parallel, somit liegt der diesfällige Punkt der 
Curve erst in unendlicher Entfernung; es wird somit die aus 8 ge- 
zogene Parallele die Asymptote der Curve sein. 
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Man sieht also daraus: 

1. Dass die Curve von dem Kreispunkte A angefangen nach 
beiden RichtmigeB ins Unendliche fortgeht; 

2. das0 sie iwei Asymptoten hat; 

8. dass dar transrenale Abstasd der Asymplotfli m| Ah 
yerticalen Halbmasser and deren Verlängerung, d. i AA% ffilk 
dem Durchmesser des Grundkreises ist; ''_^ 

4* dass man mit dieser Curve von +00 durch A Vit'^^m 
gedacht, oder von Jl bis +00 und •-- 00 genommen » 
Halbkreis in eine beliebige Aazahl gleicher llieile theitai 

5* dass man mit dieser Curve von Jl bis «- FT 
den Yiarlelkreia A CB voUstS&dig in ema beüebigi 
Theila thdlen kann* 

Die Theilung geschieht auf folgende Art: Solt der QBajfiiil 
ACD z. B. in 6 gleiche Theile getheilt werden^ so thaile mii 
den Halbmesser AC in 6 gleiche Theile und trage eineu solchan 'tUt 
auf dessen Verlängerung 6mal auf (oder was dasselbe iaty mal 
mache die Verlängerung Aß^^AC und theile ii 6 in 6 gleicht Theile); 
verbindet man nun den Punkt 6 mit — VI durch eine Gerade, zieht 
zu dieser aus den Theilpunkten der A6 zu — Vll 6 Parallele und 
verbindet die so erfolgten Punkte der Curve mit dem llittelpunkte 
des Grundkreises, so wird dessen Quadrant ACD sammt dem Bo- 
gen il H in die verlangte Anzahl gleicher Theile, hier in 6, getheilt. 

Diese Theilung wird jedoch, wie man aus der Construction 
sieht, nur für die Winkel vom kleinsten bis etwa zu dem von 45® 
genau ausfallen können, weil die andern Punkte auf der Curve we^ 
gen der schiefen Stellung, die die Parallelen haben, nicht deutUdi 
genug sind und daher auch auf dem Kreisbogen einen merklichen 
Fehler verursachen. 

Man kann jedoch die Richtung der Parallelen so wählen, dass 
sie mit den Halbmessern zum gehörigen Durchschnitte gebracht, 
eine Polysectionslinie geben, mittels welcher sich die Theilung viel 
schärfer , daher auch viel genauer vornehmen lässt. Han kann 
ferner die Parallelen entweder nach der einen oder auch nach der 
entgegengesetzten Richtung führen. Jedesmal aber wird die Poly- 
sections-Curve durch den Anfangspunkt A durchgehen und densel- 
ben entweder nur berühren oder nochmals schneiden. 



Nehmen wir nun in (Fig. 1 46} die Richtung der Farallden nnler 
Flg. US. 




46" gegen den Halbmesser ^C an, theilen den Kreis ADBE in 
S2 gleiche Theilt^, wodurch der Halbkreis 16 and der Vierlelltreis 
B solche Theile erhält ; theilen wir daher auch den Halbmesser jlC in 8 
gleiobe Theile und tragen einen solchen Theil aaf der Verlängerung des 
HallnneflEers ilCnoch achtmal auf, bis 16, so hat man, wenn b« 
Ä angefangen und die HBlbmesser o<tR|- nöthigeiiiUb ihre Terling«- 
TODgen zum Durchschnitte mit im wtsprecheodea Parallehn ge- 
bracht werden, auf dar rechten SjHtfr fOr den eiimi Asl 8 Punkte 
und anf der Unken Seite für den zweiten Asl 9 Ptinlit« der Curre 
UÄN. 

Mit dem Theile AVUl dieser Cnrve kann man also den Ow- 
dranlen A CD in eine beliebige .AjuaU gleicher Ilieile theilen, in- 
dem man auf die obgesagle Art verfBlut* 

Auch diese Curve f&ngt bei A an, durchschneidet anf- der ei- 
nen Seite den Kreis, und geht nach zwei Richtugen in't Uimd- 
liche fort; sie bat femer, wie die frühere, zwei As^^toten, wdeb« 
unter ein«n Winkel von 46'' gegen den Durchmesser AB gezogen 
werden, also unter demselben WSnkel gegen X B' gehen, unter wrl- 
chem auch die Parallelen gegen;:ülifi p;eMhr.t worden.. 



Es wiril daher millcls dieser Curv« der Halbkreis EDAP 
dann in die verlangle Anzahl gleicher Theilc gelheill werden können, 
wenn man sich dieselbe beiderseits ins Unendliche TorlgesetEt denkt 

Wollte man auch den zweiten Halbkreis theilen, so müggte 
man aur der entgegengesetzten Seite eine solche Curve coostniiren, 
und zwar müsste man hier den Halbmesser CE, so wie dessen 
Verlängerung einlheilen, bei di-m Punkte E anfangen und die Ccm- 
struction, wie oben, nach beiden Richtungen ins Unendliche Torlsetzen, 

Nimmt man in derselben Figur die Richtung der Pamllelen 
unter einem andern Winkel an, z. B. so, dass die aus dem Punkte 
16 der Verlängerung der AC geführte Parallele durch den Punkt 
D geht, so wird die hierdurch erhaltene Curve PADQ durch D 
geben müssen. 

Han sieht also daraus, dass dieses Verfahren unzählig viele 

Curven gibt, welche durch den Punkt Ä des Gnindkreises gehen. 

Von allen diesen können jedoch nur solche zur Theilung benütit 

werden, welche ziemlich scharfe und deutliche DnrchschDiltopuiikt« 

. bei der Anwendung derselben zur Theilung geben. 

V- Polysecfions-Hethode 

(mittels der Schrauben linie, die Tsch irnbaQs'ecfac 

Quadratrixmil begriffen). 

Man zeichne zuerst einen Halbkrei».J£>0C (.Fig. 146), tUeileihnin 

Fig. Üe. eine beliebige Anzahl gleicher 

I Theile, hier z.B. in 8, enichle n 

A,C,B die Au, Cv, BtB^AB, 

I ziehe in einer beliebigen Enlfer- 

I nung zum Durchmesser AB eint 

I Parallele, alsoCF | AB, und führe 

r auf diese aus den Theilpnnklea der 

Peripherie Lolhrechl«, hier die 

11, an, mm. . . . s&mit- 

I lieh lolhrechl auf JE F. Hieranl 
I trage man auf Eu von iE m» 
I eine beliebige Einheit £ I so oft- 
mal auf, als in wie viele gleiche Theile der Halbkreis gelbdit 
wurde, und ziehe durch die so erhaltenen Punkte der Eu xa EP 
Parallele, so gibt die i. Parallele mit der auf EF aas f der Fe- 
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ripherie gezogenen Nonnalen den Punkt 1; die 2. Parallele mit der 
2. BUS // auf EF gezogenen Normalen den Punkt II .... tut die 
kalbe Windung der Schraubenlinie. 

Soll nun mitteb dieser Linie irgend ein Winkel, z. B. der 
Winkel ACV^ etwa in 6 gleiche Tkeile getbeilt werden, so führe 
man aus V aaf EF eine Normale VV, Iheile deren Stück oV in 
t gleiche Theile, ziehe durch jeden dieser Punkte Parallele mil£F 
nach links, so dass derTbeil£ Vder Schraubenliaiein /, J/, III, IV 
geschnitten wird, und ziehe aus jedem dieser Punkte auf EF Nor- 
male bis zu der Peripherie, wodurch 

arc AI = III =IIIII, = IIHV = IVV erfolgt. 

Verbindet man zuletzt diese Theilpunkle der Peripherie mit 
dem Mittelpunkte C, so erhält man ferner ^ 

■^ ÄCi = I cti'=iicm ==iiiciv = tvcv = \Acv 

mathematisch richtig, weil die krumme Linie CHI, .... Vlll 
diese Eigenschaft hal- 

Wie man aus der Zeichnung sieht, wäre dieses Verfahren in 
dem angenommenen Falle für die Praxis von keinem besonderen 
Werlhe, weil man darnach die Thcilpunkte auf der Schraubenlinie 
sehr Ufldeullich bestimmen^ folglich auch die Thcilpunkte auf dem 
Bogen des zu Ihtilenden Winkels ebenso ungenau erhalten würde. 
flo i47 Um jedoch mittels dieser 

Linie die Theilung so genau als 
möglich zD erhallen, muss sie 
so cohslruirt werden, dass sie 
von der zum Durchmesser AB 
gezogenen Parallelen sehr deut- 
lich und scharf geschnitten 
werde. 

Man vertahrt also in diesem 
Falle auf folgende Art: Man 
Iheilt den Quadranten BO^ so 
9 den Halbmesser CD (Fig. 
147) in dieselbe Anzahl glei- 
cher Theile, hier z. B. in 4; 
zieht durch die Punkte 1,11,111 
Vcrticale und, durch diePunkle I, 
2, 8, Horizontale, welche sich 
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fichn«iden md a, b, c, de Funkle des einen Stückes der Sdinn- 
benlinie, hier BabeD geben, mittels welcher man den OuAdnnta 
BD in eine beliebige Anzahl gleicher Theile'theilen kann, und zwar 
mit einer viel grösGeren Genauigkeit, als dies zuvor der Fall war. 
Tragt man ferner den einen Theil des Halbmessers Ci>, hier den 
vierten, auf der Verlängerung dieses HnlbmeBsera Aber D hinaus noch 
viermal auf, so erhält man d, e, /"als dieweiteren S Punkt«, somit 
BabeDdefO als die halbe Windung der Schranbenlinie , mitlelt 
welcher man den Halbkreis ADB m eine beliebige Anzahl gleicher 
Tfaeile theilen kann. 

Dies geschieht zunächst dadurch, indem man die Gerade CF 
in die verlangte Anzahl gleicher Theile theill, durch die Theilpunklc 
bis zu der Schraubenlinie mit A B Parallele zieht, und von den so er- 
haltenen Punkten bis zu der Peripherie Verlicale führt. 

Construirt man nun diese Figur auch unterhalb ÄB^ so kanD 
man damit den ganzen Kreis theilen; allein dies ist, praktisch ge- 
nommen, ganz überflüssig, weil nur die halbe Windung der Schrao- 
benlinie hinreicht, um den ganzen Kreis zu theilen; ja man kann 
nur mit der Viertelwindung den ganzen Kreis theilen, ob die An- 
zahl der Theile paar oder inpaar ist. 

Hat man nun die Viertelwindung construirt, so ist es die so- 
genannle Tschirnhan s'sche f^adratrix , wie dies die Figar 
(Fig. 148) zeigt, weil die Constractu» der Tscfairabaya'schefl 
Ouadntrti pnz die- 
I EtJb« iat, wi« jene der 
I SchraubeidiBie. 

Betrachtet man mm 
I diele Ouadratrix , so 
I aieht man leicht eia, 
I daat man mitt^ der- 
I seihen jeden beliebigen 
I Winkel im Qaadrai^ 
v(8) dem einea oder dem andern Endpsnkle angd'angen theUeo 
kann, was hei der OiBostrat'scben Qaadntrix aie eän kann. 

Es sind wohl nach hier (Fig. i48) an dem EndiHUikte B die 
Durchschniltspunkte etwas undeutlich, oder so, dass sie leicht ddi 




P«Uer veranlaisen, allein sie sind dessen ungeachtet weit ganaver, 
ÜB die der ersteren Oaadratrix. 

Soll ^Ißo z* B* der Winkel ACm getbeilt werden, so ziehe 
aan voa demPunkte m die mUIlüAC andausJJIdie iII5 j|BO} 
las Uebrige wie zuvor bei der Schraubenlinie. 

Sollte der Winkel BCm z. JB. in d gleiche Theile getheilt 
irerden, so ziehe man aus m di» i»Ii7|iiC imd aus 17/ die 
JI5 j|BC, theile C& in 5 gleiche Theile, ziehe durch 1, 2, 3, 4 
u BC Parallele bis zur Quadratrix und aus den so erfolgten Funk- 
en die Lothe nach aufwärts, bis der Kreisbogen Bm geschnitten ist* 

Anmerkung. Auf ähnliche Art kann man jeden beliebigen Winkel^ 
somit auch den ganzen Erei^ mittels der Schraubenlini« auf einem 
, Kegel theilen. 

« 

VI. Polyi^ections-NHIiode« 

Diese höchst einfache Methode besteht in TS^iMh^gmim: 
Es sei ^CB (Fig. 149) der zu theilende Wiakd und 4M 4m 

hm entsprechende Bogen. 



Fiff. i40. 
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Man ergänze den gegebenen Bogen ilfi zu einem Kreise, verlän» 
;ere A C über C hinaus , führe durch den Scheitelpunkt C die DE 
lormal aufilC und beschreibe aus Z> und £7 mit Z^£ Bögen, bis sie sich 
)ei F schneiden. Soll nun der Winkel ACBz.B, in 5 gleiche Theile 
;etheilt werden, so verbinde man B mit F durch eine Gerade, theile 
las hierdurch abgeschnittene Segment Co in fünf gleiche Theile und 
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fahre durch jeden Theihuigspankt aus dem Punkte P Gerade, welch« ' 
den Bogen in fünf gleiche Theüe theilen. Werden alsdann die iO 
auf dem Bogen A B erfolgten Punkte mit dem Centmm C verliDii- 
den , so ist hierdurch auch der Winkel in fünf gleiche Theüe annä- 
hernd getheilt. 

Bei Anwendung dieses Verfahrens wird der untere ^bkreis 
und eben so auch der Hilfshogen E F weggelassen. 

Dieses Verfahren stimmt mit der sogenannten Renaldini- 
Bchen Regel, irgend ein regelmässiges Vieleck zu zeichnen, übereln, 
wobei man, was die Rechnung und Conelmction betrifft, auf rotgende 
Art verfahrt: 

'"''■""■ Zeichnet man über dem Dnrchmes- 

Iser eines Kreises, hier über AB ^ 
I KreiBes um (Fig. l&O) ein gleichsti- 
1 liges Dreieck ABD, theilt die JS 
1 n gleiche Theile, verbindet denzweilsn 
I Tbeilungspnnkt, hier cCAC = i,^-^ 
I mit D und verlängert CD bis zum 
Kreisumfange in J, so ist der Bogen Aj nahe der nte Thtü 
des Kreisumfanges und die Sehne AJ nahe die Seite des regel- 
mässigen eingeschriebenen fiseitigen Vieleckes. 

Die Genauigkeit dieses Verfahrens wird auf folgende lArt un- 
tersuchf : 

Vermöge der Construction ist der Winkel BAD ^ 60% also 
eine constante Grösse; setzt man nun AB = d, also auch AD^ 

AB = d, so ist ^C « 2 .-; da also Bji0 ein gleichseitiges 
Dreieck ist, so sind in dem Dreiecke ACD die Seiten AC, AD 
und der von ihnen eingeschlossene Winkel CAD bekannt; setzt man 
nun den Winkel A CD == a , so ist der Winkel 

ABC »= ISO» — 60° — ß = 120*' — «; 
man hat daher: 

ADiAC =3 sin a:Bin (120" — «), 

Ödet d--d =! sin a:ßin (o + 60), 

was uns die Gleichung 

Bin (« + 60°) s= - sin a gibt, 
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1 1*1 V 3 '* 

und 5 sin a + — - cos a = - sm a, 



mm 

oder sin a . cos 60" + cos a . sin 60® = - sin a ; 

x/3 2 

—- cos a == - 
2 n 

daraus hat man 

«\/3 , i iix/3 

lang a = — —-r-r oder sm a = ^ ....(I). 

""■* n/(«— 4)* + 3/i" 

In dem Dreiecke JCO ist nun somit der Winkel a, dann 

CO =- = -T — d, und JO =- 

bekannt, und man hat dann, i^enn V AOJ=q> gesetzt wird: 

d n — 4 - . , I V 

- : -r — 4 = sin a : sm (a + op), 

n — 4 
woraus sin (« + 9>) = sin ff, 

, , «v/3 

oder da sm a = ^ 9 

v^(» — 4)" + 3»" 

. ^ , ^ (« -4) v/3 

sm (a + 9>) = ■ , ...» (2)« 

\/(7i-4)*-*-3ii' 

Um nun aus den Gleichungen (l) und (2) den bloss von n 

abhängigen Werlh des q> zu finden, verfährt man auf folgende Art: 

Die Gleichung (2) gibt 

(»— 4)>/3 
sm « cos 9 + cos « sm 9 = - — , ^ 



\/(«-4)«+3ii"' 
setzt man hier statt sin a und cos a ihre Werlhe, so hat man: 

n\/3.cosg) + Cn— 4).sin9 = Cn — 4)v/3, 
wofür wir der Kürze halber 

a . cos 9> -|- Ä . sin 9) = c 

setzen wollen, so islj 

/i\/l— sin*g) + ft . sin 9 == c, 
oder <i\/l — sin*9> = <? — 6 sing?, 

welches quadrirt, gibt: 

^2(1 — sin^9>) == c* — 2ftcsin9? + ft'sia ^(p 

oder ö' — <?* = («* + ft*)sin*g> — -26c.sin 9;; 

bc± a\/öF Vö^^^ 
daher sm 9 «= ^»^^IT« ' 

(«— 4)V3± yiv/3v /3«*— 2( «— 4/ 
oder sin q> = ^,^ + in^iy ~ 

Wir ziehen hier zur Berechnung die Formeln (i) und (2) vor. 
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Da wir nämlich: 

Abo cos a s= ~ . , . . (v\ 

co8(« + y) = K (,_4).+3„, (*) 

haben, und 

fiin(a + 9) cos a — cos (a + 9) sin a=asin(a + 9) — ä)sssm(p 
ist, so hat man • 

sin 9 = sin(a-I-9) cos« — cos (a + 9) sin a, 
und cos q) = cos (a + 9) cos cc + cos (a + 9) sin «• 

Man hat also nur in den Formeln a, ß, y^ S den Werth des 
n zu substituiren und die gefundenen Werthe in eine der letzten 
Formebi zu setzen. 

Setzen wir nun hier statt n die Werthe 7, 8, 9, 10 u. s. \v., 
so hat man: 

Für fi = 7, a= 108® 63' 58"; a+g) = lö5<*24'58"; 

g)«=öl®3l'5"; also der Fehler F = o®5'22"; 
„ n=i8, a = 106®6'8"; «+ 9= 151® 17' 22"; 

g) = 45®ll'14"; also der Fehler F=0^1lM4"; 
„ fiBsO, a = 107®47'l"; « + 9) = 148® 3' 41"; 

g)=:40®16' 40; also der Fehler F==0®16'40"; 
„ fi== 10®, «=109® 6' 24"; «+9 = 145° 27' 45"; 

g) = 36®21'2l"; also derFehler F«=0®21'21'' 
u. 6* w« 

. Für n ea 18 steigt der Fehler bis auf 38'; bei 25, 30, 40 
u. 8. w« nimmt dann der Fehler wieder ab. 

Man sieht also daraus, dass der Werth der R e n a 1 d i n i 'sehen 
Regel, die man beinahe in allen praktischen Büchern angeführt fin- 
det, ziemlich beschränkt ist. 

Dessenungeachtet kann man davon eine Anwendung machen, 
wobei man bei derConstructiondes ganzen Polygons auf folgende Art 
verfährt : Man ziehe in dem gegebenen Kreise , hier im Kreise um C 



(Fig. ISI), in welchem ein Polygon, hier z. B. ein JUn Eck, einga- 
fiff. «/. 




ichrieben werden soll , den DurcTimesser A B , und Iheila ihn 
in 80 viele gleiche Theile, als wie viel das Vieleck Seilen bekommen 
soll. Nun beschreibe man aus den Endpunkten des getheilten Durch* 
meeserg mit dem Halbmesser gleich diesem Durchmesser zwei Kreis- 
bögen, so' dass sie sich , hier bei D und E, schneiden , und ziehe 
BUB D und E durch jeden 2. Theilungspunkt der AB Gerade bis zur 
Peripherie des zu theilenden Kreises, also hier aus O durch 2, 4, 
6, 8 ... die Geraden D I, DU, DIU . . . .; so werden /, K, 
11/ .... als die Theilungspunkte der Peripherie oder Eckpunkte 
des verlangten Polygons erfolgen. 

Viel richtiger wird man jedoch dadurch verfahren, indem man 
nur den einen Theilungspunkt sucht , dann die so erfolgte Sehne, 
hier Jf in Zirkel fasst und auf der Peripherie aufträgt; denn ei- 
'stens ist bei dem ersten Theile nur ein sehr geringer Fehler, swei- 
tens bestimmt man die Theilungspunkle auf der Peripherie mittels 
des Auftragens bedeutend richtiger, als dies nach räer noch so 
genauen und mathematisch richtigen Construction geschehen kann. 
Diese Schwierigkeit liegt vornehmlich darin, weil man durch zwei 
Punkte nur selten eine Gerade in der geringen Distanz genau füh- 
ren kann, was hier auch der Fall ist. Es ist wohl mathematisch 
richtig, dass durch 2 Punkte nur eine einzige Gerade möglich, 
also genau bestimmt ist, allein beim Zeichnm wird die Richtung 
meistens nur annähernd erhalten und es sind desshalb beim Zeich- 
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* 1. 

nen für die goiiaue Bestiniinung der Richtung einer Geraden we- 
nigstens 3 Punkte erforderlich , was hier nicht der Fall ist« 

VII. Polysecilons-Methode. 

Diese Methode ist insbesondere dann anwendbar, wenn dcf.QMa- 
drant in eine beliebige Anzahl gleicher Theile getheilt worden ttl^ Uri 
man soll irgend einen Bogen in eben so viele gleiche Theile- Ui^en. 

Es ist der Quadrant OB (Fig. 152) z. B. in fünf gleiche 

Fig. 152, 
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Theile gelheiU, man soll den Bogen ilB in eben so viele gleiche 
Theile theilen. — Man erganze den Bogen AB z\x einem Kreise, 
verlängere AC über C hinaus, führe durch C die J^JB normal auf 
AC^ und beschreibe aus E und 2> Bögen, bis sie sich (hier bei F) 
schneiden. — Ist nun der Viertelbogen 6rH in die verlangte An- 
zahl gleicher Theile getheilt, so lässt sich ein solcher Theil des 
Bogens Q B auf dem zu theilenden Bogen A B eben so ofMil 
auftragen, wobei der Fehler äusserst gering ist. 

Es lässt sich daher nach dieser Methode mit grosser Bequem- 
lichkeit jeder Bogen in solche Anzahl gleicher Theile theilen , 'üi 

w 

welche der Viertelbogen sich geometrisch eintheilen lässt. 

VIII. Polyseetions-Methode. 

Um einen Quadranten in eine beliebige Anzahl gleicher Theile 
zu theilen, z. B. den Quadranten AB in fünf gleiche Theile 
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Fic 163. 




(Pig:.ls8), beschreibe 
I man aus dem Punkte 
I D mit dem Badius 
I gleich der Neun- 
I ziger - Sehne BD 
I dfen Bogen BE, 
I theile dann den 
I Halbmesser AC in 
die verlangte Anzahl gleicher Theile, hier in S, verlängere den 
Halbmesser A C Aber A hinaus und trage auf dieser Verlängerung 
einen BokbenTheil auf; d.h. man mache j|F=sCl (der 0C}. Wird 
alsdann F mit i durch eine Gerade verbunden und durch den so 
auf BE erfolgten Dnrchschnillspunkt aus dem Mittelpunkte C eine 
Gerade bis zu der Peripherie geführt , so wird durch dieee das 
Bogenstück AH ^=1 \Aa abgeschnitten. 

Man könnte die j4P auf ^4^' noch weiter auftragen, d. h. noch 
4mal, und wie in der Figur gezeigt ist, verfahren, allein es ist nicht rath- 
sam, sich darauf zu verlassen, weil alle andern Punkte mehr oder we- 
niger gefehlt sind; es wird daher nur dieser l.Theil benützt, und 
zwar aus dreierlei Gründen: a) weil nur dieser als mathemalisch 
richtig angenommen werden kann; A) weil mm keine grosse Ver- 
längerung braucht; c) weil man ohnehin die Punkte untersuchen 
muss, obschon sie auch richtig mathematisch wären, da man mit- 
flff. i54. tele des Auftragens die Punkte viel 

I genauer bestimmt , als nach nocb 
I so richtiger mathematischer Con- 
I gtruction. 

IX. Polysections - Methode. 

Um einen beliebigen Winkel bis 90" 
in eine beliebige Anzahl gleicherTheile 
zu theilen , z. ß. den Winkel A CB, 
(Fig. 1 S 4), ergänze man dessen Bogen 
AB zu einem Kreise , führe durch C 
die JE J_AD, beschreibe aas E 
mit EC den Bogen CO and aiu 
B mit demselben Radius den Bogea 
GCH, femer aus A mit AD den 
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Bogen DJ, Yerbintfe dann G mit J, und H.. mit F durch Gerade, 
und ans deren Durchscfanittspaiite K beecbreibe mit dem Badiiu 
gleich der Entfernung AK den Bof^n AL, 'welcher ein Polysec- 
tionsbogen sein wird. 

Soll nun mittels dieeea Bogens irgend ein Winkel in eine be- 
liebige Anzahl gleicher Tfaeile getheill werden, z. B. der Bog« 
JB in fünf gleiche Theile, eo beschreibe man mit der Sehne AB 
den Bogen BM, und aus 21 'mit DM den Bogen MN; Iheile das 
S^ment ^ IV in die verlangte Anzahl gleicher Theile (also hier in 
fi>, beschreibe dann aus D durch jeden Theilunggpunkt bis zu 
dem Polysectionsbogen AM Kreisbögen und durchschneide auE 
Amil Ai', Ay A2', AV die Peripherie in f, 11, Ut, IV, 
wodurch 

arc ^1 = lU = Hill = IIIIV =- fVF wird. 

Verbindet man zuletzt die Theilponkte /, II, IIl, IV ... . 
mit C, so erhält man: 

^ ACI = teil = IlCni = . . . = \ACB. 

Der Bogen AL ist also nur ein substituirter Bogen für eine Puly- 
«ectionS'Curve, welcher mit dieser bis 90% d. i. bis L ziemlich ge- 
nau zusammenialll, tuid dann eine Richtung gegen D nimmt. 

X. Polysections-IHethode. 

Es sei ACB (Fig. I5dj der gegebene Winkel, welcher in 
eine beliebige Anzahl gleicher Theile gelbelll werden soll, hier 
z. B. in i gleiche Theile. 

Fiff- iSS. Man errichte in dem Scheitel- 

I punkte C auf dem einen Schenkel, 

I hier auf AC, eine Normale, mache sie 

gleich .de, beschreibe dann mit den 

Halbmesser .JCausil und CKreishögoi 

bis E, führe aus diesem Punkte durdi 

A eine Gertdc EF und aus dem 

Punkte D durch B ebeoTalls nne 

Oärade, welche sich bei F durdi- 

I schneiden ; wird alsdann das Age- 

I schnittene Stack AB in die Tcäingtc 

Anzahl gleicher 'fheilegetfaflUt, and der 

1 00 erhaltene erste TheilnogapanU C 




mit D durch eiHe Gerade icerbudden , so schneidet diese auf dem 
gegebenen Bogen AB das Stück AB ^sn \aB 9b, 

Hierbei ist jedoch das zubeiherken, dass man auf dem Bogen JIB 
Termittelst der weiteren Theilungspunkte keine weitere Eintheiinng 
machen darf; weil nur dieser erste Theil sehr nahe an Richtigkeit 
ist. Die weiteren Theiinngspunkte auf dem gegebenen Bogen AB 
werden am besten vermittels des Auftragens des schon gefundenen 
Theiles AB gefunden. 



XI. Polysections-Methode. 

Diese Methode hängt von der Verwandlung irgend eines Bo- 
gens^ eines Viertelbogens oder eines Halbkreises in eine Gerade. 

Man verwandle den gegebenen Bogen in eine Gerade, theile 
diese in die verlangte Anzahl gleicher Theile, so lässt sich ein sol- 
cher Theil auf dem zu theilenden Bogen so oftmal auftragen, als in 
wie viele gleiche Theile dieser Bogen und der ihm entsprechende 
Winkel getheilt werden soll. 

Es soll im Halbkreise ABB* A* z. B. der Winkel A CB (Fig. 1 5 6) 

fiff. iS6, 
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in neun gleiche Theile getheilt werden. — Man mache A^B* == 
dem gegebenen Bogen A B , nehme öuf A' B' ein beliebiges 
Stück als Einheit an und trage es auf A' B^ so : oft auf 
9Sa öS geht, ziehe eine beliebige Gerade A^ u j i¥0rauf diesem Ele- 
mm% sö oft aufgetragen wird, als wie oft «Bin. dem Begeh A'B* 
«Ithditen war; bleibt auf A'B' ein Rest, so wird auch dieser auf die 
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Fig, i57. 
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Gerade A^u aufgetragen. Nun ziehe man die zweite Hilfslinie A*%^ 
trage auf dieser ein beliebiges Stück so oft auf , als es Tbeile werden 
sollen, verbinde den zuletzt auf A*% aufgetragenen Punkt 9 mitB'', 
ziehe durch den Punkt 8 zu 9B'* eine Parallele, so lässt sich das 
Stück B'*m auf dem gegebenen Bogen AB neunmal auftragen. 

Bei der Theilung des Viertelkreises nach dieser Methode kann 
man auf folgende Art verfahren: 

Man zeichne mit einem beliebigen Radius einen Halbkreis, er- 
richte auf AB (Fig« 157) in ii, C und B Senkrechte, mache 

AD t=r der Tangente von 
30^ und die BE =: dem 
dreifachen Halbmesser BC^ 
verbinde D mit £, so ist 
die Gerade DE =s dem 
halben Umfange. Wird 
lerner CG so weit ver- 
längert, dass sie die DE 
^ü; in F schneidet, so ist 
DF tss EF gleich dem 
Viertelbogen. 

Wird nun die Gerade 
DF oder JBF in eine be- 
liebige Anzahl gleicher 
Theile getheilt, so lässt 
sich ein solcher Theil auf 
demViertelbogenilöso oft 
auftragen, als in wie viele 
Theile die Gerade DF oder 
jBF getheilt wurde. Dieses 
A C JQ Verfahren ist viel richtiger 

und einfacher als das vorhergehende, daher für's praktische Zeich- 
nen empfehlbar« 

Nach dieser Methode wird man dann desto richtigere Resul- 
tate erhalten, je kleiner der Theil eines Rogens oder der Periphe- 
rie sein soll; allein selbst auch bei grösseren Theilen ist der Feh- 
ler nicht so bedeutend; denn versucht man nur, wie sich die Hälfte 
des Rogens ilG zu der HF verhält, so findet man, dass die Hälfte 




von HF m( AO zweimal enthalten ist und der mit freiem Auge 
bemerkbare Fehler beträgt nur wenige Minuten* 

Wird ein Drittel von DF nnt AG aufgetragen , so ist es 
schon bedeutend genauer und es wird der Rest oder der Fehler 
bedeutend kleiner sein wie zuvor. 

Es wird also sofort die Genauigkeit desto grösser sein , je 
grösser die Anzahl Theile ist, in welche der gegebene Bogen getheilt 
werden soll. — Eben so kann man den Halbkreis und auch den 
ganzen Kreis theilen. 



XII. Allgemeine Methode der Multisection. 

Construction des Hultis ectionsbogens. 

Man ziehe eine beliebige Gerade Cx (Fig. 158) , trage auf 
dieser von C aus ein beliebiges als Einheit angenommenes Stück fo 

fiff. iS8 
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oft auf, als in wie viele gleicheTheile der gegebene Bogen getheilt werden 
soll, hier Cl^ fünfmal auf, beschreibe dann aus C mit dem Halb- 
messer gleich 4 solchen Theilen einen Halbkreis ABl^ und trage auf 
diesem von A aus ein beliebiges Bogenstück doppelt so oftmal auf, 
als in wie viel der gegebene Bogen getheilt werden soll , hier A l 
auf AB zehnmal; ziehe ferner aus C durch den ersten und zwei- 
ten Theilungspunkt die Geraden Cr und €s und durchschneide 



diese Linien aus dem Punkte a mX der Sebne desjenigen halben 
Winkels, dessen fünften Theil jede dieser Linien absclinddet* Hier wird 
die Cr aus a mit AA «» ^Äh' in 6, so wie die Cs aus dem- 
selben Punkte mit Äh'f=i^AB in c geschnitten. Bei der Bestim- 
mung dieser zwei Punkte müssen die Hil&bögenso gezogtn wer^QB» 
dass man aus den gefundenen Punkten b und c mit dem ^teppo- 
chenden Halbmesser auch die 4 Punkte m^ n^ p^ g erhfill* j9|| 
lege man durch m und n, so wie durch p und q zwei nnr>J% 
welche den Durchschnittspunkt D geben. Wird nim aw ^jtft 
der Entfernung aD der Bogen aJ beschrieben, so ist dieser M 
verlangte Fünftheilungsbogen. 

Mittels dieses Bogens wird die Eintbeilung auf folgende AM 
vorgenommen: Man fasse die Sehne des halben gegebenen Widnk 
in Zirkel und trage sie von a aus auf diesem Bogen, -verbinde daam 
den so erfolgten Punkt mit C durch eine Gerade, wdcbe tob dem 
auf ABN gegebenen Bogen AB den fünften Theil abschneidet 

Dieses Verfahren ist äusserst genau etwa bis 90®, wohl auch 
darüber, allein es ist etwas complicirt, daher zeitraubend. 

Auf ähnliche Art kann jeder beliebige Winkel in 4, 5, 6, 7, 

8, 9 ♦ . . . n gleiche Theile getheilt werden, wo natürlicher Weise 

für jede Anzahl Theile ein eigener Bogen construirt werden muss. 

Es ist wohl gleichgiltig, wo der Anfangspunkt für die Multi- 

sectionsbögen angenommen wird. 

Bei der Theilung solcher Winkel, die über 90® sind, muss 
der Bogen halbirt, von der Hälfte der verlangte Theil gesucht, und 
letzterer dann doppelt genommen werden. 

Man kann aber den gegebenen Winkel auch in zwei ungleiche 
Theile theilen und von jedem solchen Theile das Verlangte suchen, 
welches zusammen genommen den verlangten nten Theil geben muss. 
Es ist daher bei diesem Verfahren gleichgiltig^ ob man den 
gegebenen Winkel zuerst in vier gleiche Theile, oder ob man solche 
in zwei ungleiche Theile theilt und dann jeden solchen halbirt; es 
muss jedesmal die Halbirung zweimal vorgenommen werden. 

Da dieses Verfahren nur eine Substitutions -Methode ist, «> 
können darnach natürlicher Weise nur diejenigen Winkel sehr genaa 
getheilt werden, welche zwischen dem Kleinsten und dem von $0^ 
bis etwa 90® enthalten sind, und die Genauigkeit dieses Verfahrens 
hangt von der Richtigkeit der Substitution ab. 
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XIII. Polysections-Mcthode. 

Man Iheile den Ouadranlen ACB (Fig. 159) in eine beliebige 
Anzahl gleicher Theile, hier in 8, nnd ziehe die Theillinien C/, 
^B- '^^- CII, cm . . .; Iheile dann 

auch den Halbmesser AC in 
diesi^lbe Anzahl gleicher Theile, 
und beschreibe aus dem Schei- 
telpunkte C (als Mittelpunkt 
angenommen) durch jeden Theil- 
punkt des Halbmessers A C 
Kreisbögen so , dass die erste 
Theillinie, d. i. Cf in a, die 
zweite, d. i. CIJ in 6, die 
dritte, d. i. CHI in c u. s. w. 
I geschnitten werden , wodurch 
man o, b, c, d, e, /*, g als Punkte für die verlangte (Juadratrix 
erhält. — Verbindet man nun A mit a, araM b, b mit c . . . . 
gehörig mit einander, so erfolgt AabcdefgC als die verlangte 
Quadratrix, welche ihren Anfangspunkt in A und ihren Endespunkt 
in C hat, sobald man nur den Quadranlen iheilen will. 

Sollte nun der rechte Winkel ACB in eine beliebige ^zahl 
gleicher Tbeile, hier e. B. in 8, getheilt werden, so theile man 
den Halbmesser jIC in die verlangte AwAA gleicher Theile, be- 
schreibe aus C mit Cl, CS, CS . . . Kreisbögen so weit, dass die 
Quadratrix in a, A, c, d, e . . . . geschnitten wird, und führ» 
durch diese Darcbschnittspunkle aus dem Scheitelpunkte C die 
Balbmeeser C/, CFJ, CHI . . ., wodurch die verhagle Theilong 
erfolgt. 

Sollte aber mittels dieser Ouadratrix irgend ein Winkel in 
eine beliebige Anzahl gleicher Theile, hier z. B. der Winkel .dCF 
in B gleiche Theile, getheilt werden, so constmire man zuerst die 
Quadratrix Aabede also bis 0, d. h. bis der Schenkel CV das 
zu theilenden Winkels in e geschnitten ist , beschreibe dann aas 
dem Scheitelpunkte C mit dem Halbmesser a= Ce den Bogen ety 
iheile femer das so auf dem Schenkel A C erhaltene Segment A 9 
in S gleiche Theile, beschreibe aus C mit Cl, C2, C3, C4 die 
Kreisbögen la, 2b, 3c, 4(f, nnd führe zuletzt aus C durch die 
Durchschnitlspunkte a, ft, e, d die Halbmesser CI, CII, CHI, CtV, 
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welche den ^gebenen Winkel ACV and den ihm enleprechenden 
Bogen ^ F in 6 gleiche Theile theilen. 

Da die Auflösung mathematisch genau ist, so wird auch das 
Resultat desto mehr sich dieser Genauigkeit nähern, je richtiger 
man zeichnet und je genauer dadurch die Qaadratrix beetimmt wird. 

Vergleicht man diese Anflüsung mit derdesDinost ra tes, so 
hat man in dieser die beiden Endpunkte genau bestimmt, während man 
bei jener nur den Anfangspunkt genau weiss, der zweite Endpvnkl 
lässt sich nach der Din ostral'schen Angabe nicht .aiumittetn. 
Auch sind bei dieser Auflösung aUe Punkte der Qoadratrix sehr 
scharf und deutlich bestimmt, währendmanbei derDinOBtratVhen 
Auflösung diejenigen Punkte, welche 'sich dem zweiten unbeeliinm- 
ten Endpunkte nähern, sehr undeutlich findet, weil diejenigen Linien, 
welche die Punkte bestimmen, nur sehr schiefe Schnitte geben, and 
zwar ist dies deslo mebr der Fall, je mehr man sich dem unbe- 
stimmten Punkte nähert. 

Ohne uns in die weiteren Untersuchungen der Eigenschaften 
dieser Linie einzulassen, wollen wir nur noch zeigen, wie man diese 
Linie constnictiv weiter fortsetzt, um mittels dieser den ganzenKreit 
zu theilen. Es sei aus a mit af (Fig. 160) ein Kreis beschrieben. 
Fiß, 160. 
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Theilen wir dessen Halbmesser ai in acht gleiche Theile und tra- 
gen einen solchen Theil auch auf den Verlängerungen der Halb- 
messer a i und a if und zwar so oft auf , als wie viel Theile, der 
Halbmesser erhielt; theilen femer den Quadranten ebenfalls in so 
viele gleiche Theile, als in wie viele der Halbmesser getheilt wurde, 
- also den ganzen Kreis in viermal so viele gleiche Theile und be- 
ziffern die Theilungspunkte so wie die Figur zeigt. Nimmt maa 
nun den Anfangspunkt der krummen Linie bei a^ also im Mittel- 
punkte des Grundkreises an, durchschneidet aus a den Halbmesser 
nI mit a 1 in 6, den Halbmesser all mit a2 in c, den Halbmes- 
ser a lll mit a 3 in il u. s. w. , so erhält man , wie zuvor, 
ahedefghi als den einen Theil der krummen Polysectionslinie. 
Um nun diese fortzusetzen, verlängere man den Halbmesser alX 
und durchschneide die Verlängerung desselben ebenfalls aus a und 
zwar mit a9 bei k\ die Verlängerung des Halbmessers aX mit 
a 1 bei /^ die Verlängerung des Halbmessers a XI mit a 1 1 bei m u. s. w. 
so erhält man ah ed. * .i^ . . n ..r.^.tuv als die Fortsetzung 
der einen Hälfte dieser krummen Linie ; die andere Hälfte , d. i. 
af h' c* d* . . . i* . . . n' , . , r* t* u* v* wird auf ähnliche Art 
erhalten, wie dies leicht aus der Figur zu ersehen ist. Indem man 
also den einen Theil als positiv annimmt, so kann der andere von 
4; angefangen als negativ betrachtet werden. Der hier angenom- 
'iliene Anfangspunkt a ist aber zugleich ein Wendepunkt dieser 
^^qrommen Linien. 

;.^ Fasst man die Construction genau in's Auge, denkt sich die 
",\Aü und aC in^s Unendliche verlängert und auf diesen den durch 
:!;^6 Theilung des Halbmessers ai erhaltenen Theil so fort aufgetra- 
^/|;an und jeden Halbmesser des getheilten Grundkreises ebenfalls in's 
.;-iDfaendIiche verlängert, zuletzt aus a entsprechend abgeschnitten, so 
^«Mtd man leicht einsehen, dass sich diese Linie um den Punkt a 
faimer fort winden wird , welches in's Unendliche fortgesetzt wer- 
' den kann* Hier hat jede Hälfte bis D eine halbe Windung, und 
bis i9 und v* hat man beiderseits | Windungen. Die Fortsetzung 
"summt vollkommen mit der Archimedischen Spirale überein. 
' Die zuvor ausgesprochene Behauptung , dass der angenom- 

mene Anfangspunkt a nicht etwa ein Durchgangspunkt dieser krum- 
men Linie durch den Mittelpunkt, sondern nur ein Wendepunkt ist, 
kann durch geometrische Construction auf folgende Art nachge- 

Finlkowsfci. Theilung des Winkels. 15 



wiesen werden. Es sei ans A (Fi;. 18 1) ni>' -^ O der GnindknU 




beschrieben und in 32 gleiche Theile gelheilt, wodurch der Q\A- 
drant dieseaKreises 8 solche Theile eriiäll; es sei femer der Halb-' 
messer dieses Grundkreises , z.^.Ai, in eben so viele gleiciA 
Theile gelheilt, als in wie viele der Ouadrant getheilt wurde und 
ein solcher Theil auch auf der Verlängerung aufgelrag;en. Nimmt! 
man nun stallt dm Punkt B auf ^ O als Millelpunkl für Paralld- 
kreise an, durchsclineidel aus B mit AB den Halbmesser AO in »f^- 
so ist a der Anfangspunkt der Ouadralrix ; durch^^chneidet mtil^i 
aus B mit der Enlfemun^ B\ den nächslfolgenden Halbmesser Bfi 
in 6, so ist h ein zweiler Punkt der Quadratrix; durchschneidet 
man eben so aus B mit der Entfernung fi2 den Halbmesser AH^ 
in c, so ist c ein driller Punkt dieser krummen Linie. Fährt man: 
nun so fort mit der Conslruclion, so erhält man 

a, b, c, d, e, f, ff, A, i, ft . . . . . r, jr, (, u, » 
als Punkte für diese krumme Linie, und zwar für den positiven Thell J 
derselhen, wenn man CO als Axe annimmt. Die andere, n^^lin 
Hälfle erhält man auf ähnliche Art, indem man auch auf dem Baib- 
messer Ai" und dessen Verlängerung i' 16 gleiche Theilung macht 
und im Uebrigen wie zavor verRihrt. 
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Wird diese Conetruclion weiter fortgesetzt, so erhält man 
zwd entgegengesetzte parallel laufende Spiralen, welche, wie leicht 
begreiflich ist, in's Unendliche fortgesetzt werden können, weil kein 
Gnind vorhanden ist , warum dies nicht sein soll ; zomal da die 
Halbmesser, mit denen stufenweise die Verlängerungen der Halbmes- 
ser des Grundkreifes geschnitten werden, immer grösser und grösser 
werden. Der Punkt a ist also ein Anfangspunkt, zugleich aber 
Hieb ein Wendepunkt und die krumme Linie macht bei a einea 
Bintnig. 

Es ist also, wie man sieht, die Herzform aimrm'i' ein 
Kopf der zwei parallel laufenden Spiralen. 

Dieser Kopf oder Anratig der Spirale wird sich desto mehr 
einem Kreisbogen nähern, je weiter man von dem Centnim des 
Grtmdkreises den Einsalz - oder Mitlelpankt für die Parallclkreise 
annimmt; und um dieses desto mehr zu veranschaulichen, woll«i 
wir auch für diesen Fall eine Conslniclion geben. 

Es sei aus A mit AO (Fig. 162) ein Kreis beschrieben und 
Fig. l«i. 




in 24 gleiche Theile gelheilt; es SjCi terner auch der Halbmesser 
Ag in eben so viele gleiche Theile getheill, als wie viele Theile der 
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Quadrant des Grundkreises hat und auf den Veriftngerungen der 
Halbmesser Ag und Ag* sei ein solcher Theil noch mehrmal aufge- 
tragen. Nimmt man nun den Mittelpunkt für die Parallelkreise in 
der Peripherie des Grundkreises, also in 0, an, und durchschneidet 
aus diesem den Strahl il «bei a, den I.Strahl At^ bei 6, den S. Strahl 
A #2 bei r, den 8. Strahl A #, bei d u. s. w., so erhält man n, 6, e, 4 . . . 
bis t als Punkte der verlangten krummen Linie, welche bei a an- 
fangt und durch den Kreis bei g und / durchgeht. Es sdhneÜet 
also diese krumme Linie den Kreis zweimal und übergebt bei fort- 
gesetzter Construction in eine parallel laufende Spirale , welcbes aus 
dem obangeführten Grunde geschieht. 

Je weiter man nun von dem Mittelpunkte A den Einsatzpmikt 
für die Parallelkreise, hier den Punkt annimmt, desto weiter wird 
auch der Anfangspunkt dieser Curve von A entfernt sein und desto 
näher wird der erste Durchschnittspunkt der beiden Aeate dersel- 
ben, hier der Punkt n, dem Mittelpunkte A rücken« 

Wird nun diese Construction fortgesetzt , so erhält man eine 
krumme Linie, welche bei a anfängt und in parallelen Windoogcn 
in^s Unendliche fortläuft. 

So wie hier die eine Hälfte construirt wurde, ebenso TerflEhrt 
man auch bei der andern Hälfte, welche mit der ersten gans sym- 
metrisch ist, so dass man dann eine symmetrische Doppelspirale er-« 
hält. Den hier durch Construction bestimmten Theil wollen wir 
den Kopf dieser symetrischen Doppelspirale nennen. Dieser Kopf 
ist im ersten Falle, Fig« 1 60, eine Herzform mit einem scharfen Binbug bis 
zum Mittelpunkte, im zweiten Falle, Fig« 16 1, eben solche Form mit einem 
sanfteren Einbug, welcher nach und nach gestreckter erscheint, je 
weiter man den Einsatzpunkt vom Mittelpunkte annimmt, so dass er 
hier im S.Falle Fig. 162 als eineEiform mit der Spitze bei n erscheint 
Da nun auf dem Halbmesser AO und dessen Verlängerung unzäh- 
lig viele Punkte angenommen werden können, so folgt daraus, dass 
es unzählig viele solche symmetrische Doppelspirale als Polysections- 
curven möglich und construirbar sind. 

Von den unzähligen krummen Linien, die hier möglich sind, 
wollen wir noch auch eine vierte solche Polysectionscurve mit ei- 
ner positiven und negativen ganzen Windung graphisch darstellen, 
welche desshalb interessant zu sein scheint, weil sie den Grund- 
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kreis, ans dem sie «itwickett wird, dnmal berührt und zwar im 
Anran^pnnkle, dann zweimal schneidet. 

Es sei also in (Fig. 163) der Gnindkreis aus A mit Aa b&- 
Flff. taa. 




schrieben, ferner dessen Peripherie in 24 gleiche Theile gelheilt; 
theiit man nun den Halbmesser ag des Grundkreises in eben so viele 
gleiche Theile, als der Quadrant desselben erhallen hat, und trägt den 
einen Theil des Halbmessers Ag auch auf dessen Verlängerung auf, so 
ist die Vorbereitung fertig. — Um nun die krumme Poly^ections- 
linie so eu erhallen, dass sie den Grundkreis berührt , muss man 
den Halbmesser Aa in B halbiren. Ist dies geschehen, so beschreibe 
man aus B mit AB^mBo über Aa als Durchmesser einen Halb- 
kreis, wodurch a als Anfangspunkt der verlangten Linie erfolgt. 
Durchschneidet man ferner ans B mit der Strecke B 1, den links 
nächstfolgenden Halbmesser bei 6, so ist b der zweite Punkt dieser 
Linie. Durchschneidet man dann aus B mit der Strecke Bi den 



links nächatfolgenden Halbmesser bei c, so ist ir der dritte Punkt 
dieser knimmen Linien Ebenso bestimmt man aus B mit BS den 
Punkt il, mit II 4 den Punkt e, mit II 6 den Punkt ^ u. s. w. Da 
nun der Punkt 6 in der Peripherie liegt, so wird diese krumme 
Linie bei 6 durch den Kreis durchgehen mfissioi, und da jeder 
nächstfolgende Halbmesser als: 117, II8,II9«... grosse ak 
der Halbmesser des Grundkreises ist (weil schon II 6 ab die Hypo- 
thenuse des Dreieckes AB ff grösser ist als der Halbmesser des 
Gmndkreises) , so werden die Halbmesser des Grundkreises erst in 
der Verlängerung geschnitten. Es wird also demzufolge diese 
krumme Linie immer weiter und weiter sich vom Mittelpunkte entfernen. 

Eben so leicht ist es begreiflich, dass diese krumme Linie 
sich um den Kreis winden muss, weil die Einschnitte aus B auf 
den vom Mittelpunkte Ä des Grundkreises gezogenen Strahlen in 
der natürlichen Ordnung, wie sie in der Kreislinie auf einander fol- 
gen, gemacht werden. 

Aus dieser Construction ist es ersichtlich , dass , wenn eine 
Windung dieser Curve gemacht ist, man damit sehr Idcht den gan- 
zen Kreis theilen kann. Hat man z. B. die Windung abede 

wy% durch Construction gefunden, so durchschneide man aus B 
wiX B% die Verlängerung von Ag bei C, theile il C in so viele 
gleiche Theile als verlangt werden, hier in 24, durchschneide aus 
B mit 01, 02, 3, 4..*. die Windung der Spirale in b^e^d^e 
. . . . jr, ^; », und verbinde die so erhaltenen Punkte ft, Cjd, e, / 
« • . . 0?, ^, 5S mit dem Mittelpunkte Aj wodurch der gegebene 
Kreis in die verlangte Anzahl gleicher Theile getheilt wird. 

Wie man aus der Construction sieht, ist dieses Verfahren nicht 
für jeden Quadranten leicht praktisch anzuwenden, weil die Durch- 
schnitte der Parallelkreise mit der krummen Polysectionslinie zu 
schief ausfallen* Man kann diess höchstens in den drei ersten Qua- 
dranten anwenden, obschon auch hier, und zwar im ersten Qua- 
dranten die ersteren Durchschnittspunkte undeutUch sind, wie hier 
z. B. die Punkte b und c. Die zweite Viertelwindung , d. i. 
ghiklmn scheint am geeignetsten dazu zu sein, weil dabei die 
Durchschnittspunkte so ziemlich deutlich sind, und weil sich für 
diesen Theil der Curve sehr leicht ein Kreisbogen substituiren lässt* 
Letzteres soll desshalb angewendet werden, weil man durch Sub- 
stitution viel eher zum Ziele kommt. Diess geschieht auf folgende Art: 
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Es Ki aus ^ mil AB(Pig.U4) der zu IbeUend« Kreis £Ci>X 




beschiieben. Han ziehe die zwei Durchmesser BD und CE senk- 
recht auf einander, halbire i4 B in F, mache dann 

A&= AH = AJ = BK= KL -^^AB 
und ziehe die Linie 3f AT unter 46" gegen BD geneigt, d. h. man 
halbire den rechten Winkel BAE =•= CAD => A durch MN. 

Da nun nach der obigen Constniction der Curve der Punkt 
J9, d. i. der Endpunkt des Halbmessers AB dieser Curve ange- 
hört, so ist er schon ohne weitere Constniction bestimmt. Um d- 
nen zweiten Punkt dieser Curve mathematisch richtig eu bestimmen, 
beschreibe man ans dem Halbirungspunkte O mit der Strecke GK 
einen Bogen, bis die Verlängerung der Geraden Jlf V in geschnit- 
ten ist, so hat man als einen zweiten Punkt dieser Curve. Be- 
schreibt man ferner aus O mit der Strecke OL ebenfalls einen 
Kreisbogen, aber so weil, dass die Verlängerung des Durchmessers CE 
in Q geschnillen wird, so folgt Q als ein dritter Punkt dieser 
Curve; und nun kann man durch diese drei Punkte zwei Kreisbö- 
gen legen , welche ziemlich genau für den betrelTenden Theil der 
Curve Bubatituirl ausfallen, sobald die Mittelpunkte gehörig gesucht * 
worden sind. 

Ein Versuch im grossen Hassstabe zeigt, dass man am ein- 
fadisten auf die nachfolgende Art die Substitution machen kann: 
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Mfin beschreibe aus O mit der Strecke OG den Bogen Gv und 
durchschneide ihn mit demselben Halbmesser aus bei II , so ist 
R der Mittelpunkt für den Substitutionsbogen OQ. Der Mittelpunkt 
für den zweiten Bogen wird gefunden, indem man O und Q mit R 
durch Gerade verbindet, dann aus B mit der Strecke BC den Ra- 
dius Oll in S einschneidet. 

Will man nun mittels dieses Substitutionsbogens den Quadran- 
ten BEA in eine beliebige Anzahl gleicher Theile theilen, z. B. in 
7, so theile man die dem Quadranten entsprechende Verlängerung 
des Halbmessers AB^ d.i. BL^ in eben so viele gleiche Theile als 
es die verlangte Anzahl Einheiten hat, hier also in 7, beschreibe 
aus O voiX Q\^ G2, 03, 04 .... Kreisbögen bis zum Substitutions- 
bogenBOO, und führe zuletzt aus den so erfolgten Durchschnitts- 
punkten nach dem Mittelpunkte die Geraden AT^ AU^ AV * . *^ 
welche die verlangten Theillinien des Quadranten sein werden« 

Obgleich nun diese Substitutionsmethode nur annähernd ist, 
so gewährt sie doch für den Praktiker gewisse Yortheile und ins- 
besondere diese, (lass man den Substitutionsbogen eher findet und 
reiner zeichnet, als die krumme Linie selbst. 

Was nun diejenigen Fehler betrifft, die bei der Substitution 
begangen werden, so entgeht man diesen beim praktischen Zeich- 
nen selbst dann nicht, wenn die krumme Linie auch wirklich con- 
struirt ist. 

Um die Theilung mittels dieser Substitutions - Methode noch 
richtiger zu erhalten, ist es besser, die zwei Gegenquadranten zu 
theilen , welches wohl sehr leicht geschehen kann , wenn die Punkte 
für die Theilung des einen Quadranten gefunden sind, weil man sie 
nur zu übertragen braucht Wie die Figur zeigt, sind hier die 
zwei Gegenquadranten BAE und CAD gelheilt. Sind nun in die- 
sen für die ersten Theile die zwei Hilfspunkte T und T' bestimmt, 
so muss die Gerade TT' gezogen durch den Mittelpunkt A des zu 
theilenden Kreises gehen. Ist es nicht der Fall, so muss man diese 
Theilungslinie so stellen, dass sie näherungsweise durch diese drei 
Punkte geht, und dass sich der Fehler ausgleicht und vermindert. 

Ausserdem kann man nach dieser Methode auch so verfahren, 
dass man nur den einen Theil des Substitutionsbogens bestimmt und 
auch nur den einen Theil des Quadranten sucht und mittels diesen 
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Theiles durch Auftragen auf der Peripherie die übrigen TheilungS'- 
punkte findet. 

Da jedoch das richtige Abnehmen des gefundenen Theiles selbst 
bei äusserst genauen Construciionen nur zur Seltenheit gehört, beson«* 
ders bei der verlangten grossen Anzahl Theile, in welche der ge-^ 
gebene Kreis getheilt werden soll, so ist es viel besser , die Thei- 
lung des g a n z e n Quadranten nach dieser oder jener Methode vorzu- 
nehmen. Denn gesetzt den Fall, der gefundene und abgenommene Theä 
wäre nicht ganz genau in dem Kreisumfange enthalten, er wäre also zu 
gross oder zu klein, und zwar nur um eine geringe Differenz, so muss die 
Verbesserung gemacht werden; allein durch diese Yerbessemiig wird 
das Papier in der Umfangslinie so beschädigt, dass man viel 
grössere Fehler begeht, als es nach der Substitutions -Methode def 
Fall sein kann. 

Nachdem es nun erwiesen ist, dass es unzählig viele krumme 
Linien gibt, wenn man den Einsatzpunkt nur auf dem vertikalen 
Durchmesser annehmen will, so folgt daraus, dass es auch unzäh- 
lig viele solche Substitutions-Methoden geben kann. Unter allen 
diesen kann aber nur jene die vortheilhafteste sein , wo die aus 
dem Einsatzpunkte beschriebenen paralleleii^Kreisbögen die Halbmes- 
ser des Grundkreises oder deren Verlängerungen so deutlich als 
möglich, also etwa unter einem rechten Winkel schneiden. 

Dies ist jedoch für den ganzen Quadranten nicht so leicht 
möglich^ weil die Stellung der Halbnriesser des Grundkreises Bidk 
ändert; und es wäre daher viel richtiger, die Substitution für ei- 
nen Quadranten aus zwei Curven abzuleiten oder zusammen zu 
setzen. 

Wir wollen dieses Verfahren jedoch damit schliessen, weil es 
den Zweck dieses Werkes übersteigen würde, alle diese Fftlle hier 
durchzuführen, zumal da über die Systeme solcher Curven eigene 
Abhandlungen bereits druckfertig liegen und in Kürze veröffenl- 
licht werden. 



XIV. Polysections -Methode. 

Diese Polysections-Methöde ist eine Anwendung der in Figur 
159 gegebenen Quadratrix auf die Theilung eines beliebigen Win-* 
kels. Sie ist unstreitig die einfachste und richtigste und kann 
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bei grossen Winkeln so gut wie bei den kleineren und klein- 
sten angewendet werden. 

Die Theilung sehr kleiner Winkel kommt in der Praxis dann 
vor, wenn man ein Polygon von einer beträchtlichen Anzahl Seiten 
EU construiren hat, so z. B. bei einem 860-Eck, oder bei der Thei- 
lung des Kreises in 860 gleiche Theile, wie auch bei verschiede- 
nen andern Polygonen. Man pflegt hierbei zuerst solches Polygon 
zu zeichnen, welches man geometrisch richtig erhalten kann und 
sucht dann aus diesem durch weitere Theilung das Verlangte zu 
erhalten. 

Will man also z. B. ein 860-Eck haben, so muss man den 
Kreis zuerst in 4, dann in 8, und jedes Achtel in 8 gleiche Theile 
Iheilen, welches sich auch ganz genau geometrisch ausführen lisst 
Dadurch bekommt man also ein 24-Eck. Um nun aus diesen ^ 
860-Eck zu erhalten, muss man den 24. Theil des Kimea oder 
den Bogen und Winkel des 24-'Eoks in 15 gleiche Theild theikfti 

Da nun l5eB3x5ist,so muss man nodi dieDioi«* wd 
Fünftheilung vornehmen, welche sich nach der Methode diNT-allai 
griechischen Mathematiker geometrisch nicht ausführen läsal,^ DaMK 
sieh! man nun sehr leicht die Wichtigkeit sowohl der TriaeQlleni ab 
auch der allgemeinen Methode der Polysection eines jeden beUdbigen 
Winkels ein ; denn so wie man hier bei dem 860-Ecke auf die SMdüi 
8 und 5 kommt, eben so kann man auch auf die Zahlen 7, 11, 18 
«• 8* w. kommen, wo uns alle vorhandenen geometrischen Lehrsätze 
verbissen und statt der geometrischen Construction die Probir- oder 
Versuchsknnst angewendet werden muss. 

Diess geschieht jedoch nicht nur in diesem, sondern auch in 
andern Fällen, wo man die geometrische Construction anwenden 
könnte. Der Grund dessen liegt jedoch nur in der geringen Bil- 
dung der Zeichner selbst und in der Einbildung, dass sie mit dem 
Versuchen eher zum Ziele kommen als mit Anwendung der geome- 
trischen Lehrsätze, wohl aber auch darin, dass man die geometri- 
schen Constructionen nur zu bald aus dem Gedächtnisse verliert. 
Man behält strengstens die Hauptconstructionen im Gedächtnisse und 
probirt das Uebrige so gut als es geht, unbekümmert, ob die zu- 
erst gemachte Zeichnung dadurch leidet oder nicht 

Da es jedoch erwiesen ist, dass die Richtigkeit und Reinheit 
der gemachten Zeichnung nur von der guten und vortheilhaflen 



MS 

gtometn'Boben oder einer unähemden Hetbode ibfailngt, to ki u 
auch Gusserst wichtig, die geometrische Constmclion der Theilmg 
der Winkel bis in'e Kleinste nach einer vortheilharten MeUiode durcb- 
gef&hrt zu wissen, wenn gleich diees auch mittels krummer Linien 
oder durch deren Substitution ansgefährt wird. 

Nachdem hier also eine Menge von Constmctionen über die 
Bi-, Tri-, Qnadri- und Polysection aufgestellt wurden, soll noch 
Hch eine äuHserst vortheilhafle Methode Aber die Polysection der 
lehr kleinen Winkel folgen. 

Um nun ein allgemeines Beispiel zu haben, nehmen wir den 
Winkel ABC (Fig. 166) als den zu theilenden Winkel an, welcher 

Ffg. 16S. 




I 30 gleiche Theile getheilt werdm soll. Zerlegt man 30 in 
Faktoren , so hat man 30 ■» S . 6 => 2 . 8 . fi. Dies« zeigt uns 
al80,'dass wir den gegebenen Winkel zuerst halbiren, dann jede 
BSIfte in drei und jedes Drittel der zwei Hälften oder jedes Sechsiel 
des Ganzen in fünf gleiche Theile theilen müssen. 

Man halbire daher den Winkel j41IC durch BD^ wodurch also 
arc A« E9 C« E3 ^AC und y ABe = CBe b» \ABC 
erfolgt; nun (heile man jede Hälfte nach irgend einer der hier auf- 
gestellten Methoden in drei gleiche Theile, wodurch man 

arc Aa «• ac ma ce = eg = gi = (C =^ \\C 
und ~)^ABa=aBe = cBe='eBg = gBi=iBC=\ABC 
erhält. Um nun Jedes Sechstel in flinf gleiche Tbeile zu theilen, 
nehme man auf dem Schenkel AB eine beliebige Einheit J i an, 
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trage sie auf AB von A aus fünfmal auf und beschreibe aus dem 
Scheitelpunkte B mit Bl, B2y BS, B4, JI5 parallele Kreisbögen zu 
AC] fasst man zuletzt den Halbmesser AB in Zirkel und beschreibt 
damit aus a den Bogen Bn, so wie aus b den Bogen oo'^ und 
aus dem so erfolgten Durchschnittspunkte m, den Transversalbogen 
a 6, so schneidet dieser die aus B beschriebenen Parallelkreise in Punkten 
1, 2, 8, 4, durch welche aus die Halbmesser Bl, B2, BS, B4 
gezogen, die Theilung des Bogens Aa und des ihm entsprechenden 
Winkels ABa gibt; so dass 

arc iil-Esl, 2 = 2, 3=8, 4 = 4, 6 = |iiö = ^^C 
tmd -^ABl = IB2 ^2B3=SB4=^B6^lABa^^ABC 
ist Macht man nun dieselbe Operation weiter auch bei jedem an- 
dom Sechstel, indem man aus e und il mit ilB «= BC den Mit- 
telpunkt m^ bestimmt und aus diesem den Tränsversalbogen cd 
beschreibt ^ femer aus e und f mit demselben Halbmesser den Mit- 
telpunkt m^ bestimmt und aus diesem den Transversalbogen ef be- 
schreibt u. 8. w., so hat man für jedes Sechstel einen Transversal- 
bogen, welcher jeder die Parallelkreise schneidet und auf denselben 
die Durchschnittspunkte als Punkte f&r die verlangte Theilung gibt. 

Man hat also: 
anf arc aft aus m^ beschrieben, die Thcilpunkte 1, 2, 8, 4, 5, 
-^ - „ 6, 7, 8, 9, 10, 

„ II, 12, 18, 14, 15, 

„ 16, 17, 18, 19, 20, 

,-, 21, 22, 28, 24, 25, 

„ 26, 27, 28, 29, 30, 

durch welche Punkte aus dem Scheitelpunkte B die Strahlen gezo- 
gen, die verlangte Theilung des gegebenen Bogens und des ihm ent- 
sprechenden Winkels gibt. 

In der Praxis kann man sich indess damit begnügen, dass man 
nur von dem ersten Sechstel' die Theilung auf die obgesagte Art 
sucht, sodann den so erfolgten Theil, d. i. | des Bogens il n als ^ 
des Bogens A C auf diesem auftragt. Das Abnehmen des gefunde- 
nen Theiles ist jedoch eine so heikliche Sache, dass man dies selbst dann, 
wenn die Theilung des ersten Sechstels äusserst genau gemacht wäre, 
nur selten genau trifft. Um dies dennoch desto leichter zu bewerkstelli- 
gen, muss man den abgenommenen Theil auf dem getheilten Bogen auf- 
tragen und sehen , ob die Spitze des Zirkels mit den schon gefundenen 



5» 


„ t.1» „ w*2 


>i 




» 


w ^f n «»8 


>5 




n 


„ ^Ä „ m^ 


>) 




J9 


„ ik „ Wj 


59 




>? 


„ Im „ «lg 


1» 





M7 



Punkten genau zaeammenfSllt. Allein anch dieses igt nicht imner tb 
richtig; anzunehmen, denn bei der fp'ossen Anzahl Theile wird dar 
Fehler, den man begeht, manchmal erst hei den letzten Theilpunklen 
bemerkbar. Es ist daher die obige Theilung Tür die meieten F3lle 
viel praktischer und richtiger, als das Probiren. 

Was die Richtigkeit der Theile betrifft, eo sind diejenlg;en er- 
sten Theile eines jeden Sechstels am richtigsten, welche an dea 
Punkten a, «, 0, ff, t und C anliegen ; allein auch die andern Theil« 
sind nach dieser Subetitutionsmethode so richtig, als man sich dies 
nur wünschen kann, ganz gewiss aber praktisch genau. 

XV. Allgemeine Methode der Polysection. 

Die nachrolgende Methode ist, von allen den angefahrten, di« 
vorzüglichste. Sie ist von einem Systeme der von mir neu erfun- 
denen Polysectionslinien abgeleitet. Die Basis oder der Kopf man- 
cher dieser Linien ist halbkreisförmig, wejcbes ein Mittel an die 
Hand gibt, diese zur Polysection mit Vortheil zu ben&lzen. 

Flff.tes. Es sei ACf 

(Fig. 168) der 
za theilendeWin- 
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dfoi ein Polysectionspunkt , hier der Punkt O begtimmt werden, 
welcher dadurch gerunden wird, indem man am C und IE ntit dem 
Halbmesser gleich CE Bögen beschreibt, welche sich, hier bei 0, 
■chneiden. 

Wird aUdann der HalbmeEser EJ in so viele gleiche Theile 
g;etheill, ala in wie viele der Winkel getheilt werden soll (hier in 
7), ferner aus dem Punkte G durch jeden Theilungi<punkt bis zu der 
Peripherie des Polysectionshalbkreises EHC eine Gerade geführt, end- 
lich durch jeden so erhaltenen Punkt SfL^M^NfPfQamB dem Punkte 
O eine Gerade gezogen, so wird dadurch sowohl der gegeben« Bo- 
gen als auch der ihm entsprechende Winkel in die verlangte An- 
zahl gleicher Theile gelheilt, hier in sieben, und zwar mit einer 
grossen Genauigkeit. 

Um nicht erst eine Eintheihing auf dem Schenkel machen zu 
müssen, verfahr« man lieber auf folgende Art : Man trage auf dem 
Schenkel des gegebenen Winkels, hier auf AC von dem Scheitel- 
punkte C aus eine beliebige Einheit, doppelt so oft, als wie viele 
Theile verlangt werden, hier also I4mal auf, markire den siebenten 
Tfaeilungspunkt , so wie alle nachfolgenden Punkte und beschreibe 
erst dann aus dem siebenten Theilungspunkte als dem Hittelpunkle 
den Halbkreis als Polyser-tionsbogen und auch den Bogen des ge- 
gebenen Winkels. Im Uebrigen verfahre man wie zuvor. 

In der vorhergehenden Figur hat der eine Schenkel des g^e- 
benen Winkels den Polyseclionshalbkreis gerade so geschnitten, dui- 
derHalbkreia dadurch halbirt wurde, somit war der Halbmesser des Po- 
Fig.te?. lysectionsbogens einzutheilen. Nehmen 

jwir an, es sei ACB (Fig. 167) der 
jzu theilende Winkel und ^P der 
■ ihm entsprechende Bogen, yi^ 
I £ D =: C gemacht und aus D eia 
I Halbkreis beschrieben , so schneidet 
I dieser den Schenkel BC bei N\ 
I wird nun N mit dem Section&ponhte 
I P durch eine Gerade verbunden, co 
I schneidet diese den Halbmesser EO 
\ bei J. 

Soll nun der Winkel ACB z. B. 
I in fünf gleiche Theile getheilt wer- 
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im, xo theile man das Slflck fJ in Anf gleicht Theile, führe ans 
dem Punkte F Hurch jeden Theilungspnnkt der EJ Gerade bis zo 
dem PolysectioiiKhalbkreiee ESC, und ziehe dann aus dem Schei- 
tdpunkle C durch die auf demBogen EN erhaltenen Dorchschnills- 
punkle bJB zu dem Bogen EP Gerade, wodurch der gegebeneWin- 
kel ACB, 80 wie der ihm entsprechende Bogen EP in rOnf gleiche 
Theile gelheilt wird, so dass 

arc ET == III = lim «*... = ^BP 
und -^ ECI = ICH = nein = . . . =\ECP 

erfolgt 

Wie nun dieser Winkel in fflnf gleiche Theile getheilt wurde, 
eben so kann man auch jeden andern Winkel, der zwischen und 
90° ist, milteU des ober dem Schenkel EC beschriebenen Halb- 
kreises in eine beliebige Anzahl gleicher Theile theilen und es muss 
jedesmal das durch die Transversale FN abgeschnittene Stflck EJ 
getheilt werden, ist jedoch der zu theilende Winkel ein rechter, 
ED wird statt der Theilung der EJ, welche in diesem Falle ^£C 
erfolgt, lieber das Auftreten einer beliebigen Einheit vorgenommen. 
Es sei also der Winkel ACB = 90° (Fig. 168) in 9 gleiche 

Ftp. 188. Theile zu theilen ; man mache DE ^ 

I, beschreibe aus B fiber CE ei- 
I nen Halbkreis, Iheüe CE in 9 gleiche 
Theile, bestimme nut CE aW Halb- 
messer, wie nvor, den Punkt F, fahre 
ans diesem durch jeden TheilmigSf- 
pnnkt der CJK eine Gerade bis n 
dem ober CE beschriebenen Halb- 
kreise und durch die so erfolgten 
Punkte im Balbkrt-ise führe man ans 
C Gerode, bis sie den Bogen EB 
I schneiden, wodarch thto der Winkel 
und Bogen in die verlangle Anzahl 
I gleicher Theile, hier in 0, getheilt 
wird. 




Ee ist also hier: 

arc EI =- /// = nin = . 

^ ECi =. ICH = nein -- 



. . . = {ECE. 
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Bei dieser Methode ist es wofal besser^ nur einm Theil aof don zn 
Iheiknden Bogen zu bestimmen, die übrigra Punkte aber dnich das 
Auftragen des gefundenen Theiles zu finden; denn trotzdem, dass 
dieses Verfahren sehr genau ist , kann man nicht jedesmal durch 
die, diesem Verfahren eu Grunde liegende geometrische Construc- 
tion die Theilungspunkte des gegebenen Bog«ns genau bestimmen. 

Von den Sectionacurven , aus denen dieses Verfahren abgelei- 
tet wurde, gebt jede genau durch den Mittelpunkt, so wie beide 
Zweige durch den Sectiongpunkt in's Unendliche fort. 

Der sabstituirte Halbkreis stimmt mit dem Kopfe der eigent- 
lichen Sectionscurve ziemlich genau überein, und es ist auch nur 
der Kopf dieser krummen Linie für die Polysection verwendbar. 

Es ist wohl leicht zu begreifen, dass man den Sectionspunkt 
wo immer annehmen kann ; und da es unzählig viele Punkte unter 
dem horizontalen Durchmesser des Grundkreises gibt, so folgt 
daraus, dass es unzählig viele solche Polysectionslinien geben muss. 

Von diesen unzählig vielen Linien wollen wir nur drei her- 
vorheben. Die erste dieser Linien soll diejenige sein, für deren 
Kopf man einen Halbkreis substituiren kann, woraus sich das obige 
Verfahren der Polysection mittels eines aber dem Halbmesser des 
GruiiAreises beschriebenen Halbkreises ergibt. 

Es sei nun in CFig. 169) aus ff mit dem Halbmesser ag der 
Fig. tös 
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Grundkreis beschrieben. Tbeilen wir die Pi^ripberie dieses Kreises 
in eine beliebige Anzahl gleicher Theile, hier in 24 , und dessen 
Durchmesser in so viele gleiche Theile als die halbe Peripherie 
bei der angenommenen Theilung erhalten hat, und tragen ferner ei- 
nen solchen Theil auch auf den Verlängerungen des getheilten Durch- 
messers mehrmals auf. Um den Sectionspunkt für diese krumme 
Linie so zu erhalten , dass der Kopf dieser Curve mit dem 
Halbkreise substituirbar ist, durchschneide man den Grundkreis, 
wie zuvor, aus a mit dem Halbmesser a^ bei e'. 

m 

Beziffert man nun die Theilpunkte des Durchmessers a XU von 
a angefangen, mit den Zahlen in ihrer naturlichen Ordnung, so ist 
a schon als ein Punkt der fraglichen Curve anzusehen. Fuhrt nian 
femer aus e' durch den ersten Theilungspunkt des Durchmessers 
aXn eine Transversale, bis der Halbmesser ^ f in 6 geschnitten wird, so 
ist A ein zweiter Punkt dieser Linie. Der dritte Punkt, d. L c, wird 
erhalten, indem man aus e' durch den zweiten Theilpunkt des 
Durchmessers aXlI eine Transversale zieht, bis der Halbmesser 
ffll geschnitten ist u. s. w« 

Indem man also so weiter fortföhrt, erhält man die Punkte 
0, 6, «, dj e, fy ff, hj i (Slt den einen Theil dieser Curve. 

Es ist wohl leicht einzusehen, dass diese Linie durch den Mit- 
telpunkt des Grundkreises gehen muss , welches aber dann stattfin- 
det, wenn diejenige Transversale aus dem Sectionspunkte gezogen wird, 
welche durch den Mittelpunkt geht. Hier geht die 6. Transversale 
durch den Mittelpunkt und schneidet den 6, Halbmesser, d. i. ^F/, 
im Mittelpunkte selbst, also in ^. 

Bei weiterer Fortsetzung dieser Construction kann man hier 
bei der angenommenen Theilung des Grundkreises nur noch zwei 
Punkte der Curve bestimmen, wo der zweite in der Peripherie des 
Grundkreises erhalten wird. Der dritte Punkt, d. i. Ar, ist hier in 
der Richtung der p s nur angedeutet. Wollte man noch einen vierten 
suchen, so bemerkt man sogleich, dass es zur Unmöglichkeit ge- 
hört, d. h. es gibt für diese Eintheilung keinen Punkt der Curve mehr, 
und es wird die Asymptote derselben zwischen dem Halbmesser 
^ IP und ffHt liegen, weil der Halbmesser ff TU' mit der ihm ent- 
sprechenden Transversalen noch einen Punkt der Curve gibt und 
mittels glt man keinen solchen mehr erhalten kann. 

Nimmt man hingegen, von dem Punkte a nach links gezählt, 

FUlkonski, Theilanf des Winkels. 16 
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die Theilpunkte der VeriSngerang des DurcbmesBere ntgatn m und 
verbindet «* mit — I, dann mit — 3, ferner mit — $ n. s. w., so 
erhält man 6', c', df, ef u- s. w. als Punkte fflr den andern Tbeil 
derselben Curve, welcher Theil bei e' durch die Peripherie de* 
Kreise» geht and dau» in's Unendliche forliäufl. 

Aach ffir diesen Theil erhält man eine Asymptote, so wie für 
den ersleren, weil auch hier eine IVansversele mit dem ihr eolspre- 
chendcn Halbmesser parallel sich stellen lässl. 

Nimmt man den Seclionspnnkt innerhalb der Peripherie des 
Grundkreises, hier t. B. (in Fig. 170) bei * an, so erhäat man 



ebenfalls eino kiumtiie nach zwei Ridiluiigen in's l'neiullichi: forl- 
lanfende Linie. Diese geht dorch den Mittelpunkt des Gmndkreises 
tmd schneidet denselben 4niBl; beide Aeete durchschneiden sich fa 
SecHonsponkte und dann geht jeder von ihnen in's Unendliche fort 

Die Constmction dieser Curve wird auf ähnliche Art, wie £e 
der vorhergehenden vorgenommen> Kimmt man nämlich im End' 
punkte des Halbmessers apf d. i. in a den Anfangsponkt an .und 
zieht aus k durch -)-l eine Transversale, bis der Balbmeseer gl 
in b geschnillen ist, so folgt b als ein zweiterPunkt dieser Carv»; 
zieht man aus k durch -\-2 ebenfalls eine Transversale, bis die Ver- 
längerung des Halbmessers gll geschnitten ist, so erhält man e ib 
einen dritten Punkt dieser krummen Linie; ebenso findet man dit 
nächstfolgenden Punkte rf, a, /^ ;, A, Bei Fortsetzung die- 
ser Constmction wird man leicht ünden , dass diese krumme Linie 
durch den Hittelpunkt bei g , so wie durch den Sectionspunkl k 
durchgehen muss. 

Ebenso werden auch die entgegengesetzten Punkte ft', c',d',e'... 
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gerunden, indem man die nepÜven Punkte auf der VeHängerong des 
Halbmessers ag als Hilfspunkle benOfzt, von diesen durch den Seo 
tionspunkt Transversale zieht, bis die der Ordnung nach auf ein- 
ander folgenden Halbmesser des Grundkreises geschtiiKen werden. 

Wie man aus der Consiruclion sieht , ist der Kopf dieser 
krummen Linie, hier abcdefg eine anwendbare Quadralrix; weil 
mittels derselben die Punkte für die Theilung des ganzen Quadran- 
ten sich sehr leicht, und zwar ziemlich scharf und dcullich bestim- 
men lassen. Die übrigen beiden Theile dieser Curve sind nicht so 
leicht zu benfilzen, weil die schiefen Schnitte bedeutende Fehler ver- 
anlassen, obschon die Curve mathematisch richtig beistimmt wird. 

Ausser den zwei hier angegebenen Curven gibt es unter den un- 
zählig vielen dieser Art auch solche, welche mit einem Theile des Grund- 
kreises übereinstimmen, d. h. zum Theile miteinander zusammenfallen. 
Für die geometrische Theitung ist also nur eine solche Curve 
an geeigneisten, welche mit demjenigen, wenn auch gei'ingvm Theile 
zusammenfällt, der sich an dem Endpunkte des horizontalen Durch- 
mtssers befindet. Um dies auszumitteln , werden wir hier so ver- 
fahren, dass wir dMi zu suchenden Theil des Winkels als bekannt 
annehmen und dann den Seclionspunkt suchen. 

Es sei aus j1 mit AB (Fig. 171) der Grundkreis beschrieben. 

tig. t7i. Theilt man den Halbmesser AB^ so wie 

kden OnadraiileiiBAin drei gleiche Theile, 
das^ B/r— 07 =il> ist, und zieht aus 
Ih durch den Punkt 6 (als den ersten 
I rheilungspunkl der AB) eine Gerade, so- 
Iweit bis die Verlängerung des verticalen 
lDurchines.«evs OK in F geschnitten wird, 
1^0 ist F der verlangte Scctionspunkl. 
Nimmt tnnn nun diese Consiruclion 
umgekehrt, so bandelt es sich insbeson- 
Ideie darum, wie gross das Stück JBP ist, 
vVfX man nun den Winkel AF6=a, 
__^__ liAGF=ß, ÄOH^Y, AHO=S und nimmt 

ferner den Winkel BJe!=jr als bekannt, also hier j! = SO*an, weil 
90:8 =a 30** wirklich ist, so kann man sehr leicht den Winkel S 
und y, somit auch den Winkel ß für das Dreieck AFG und aus 
diesem die Seile AF, somit auch das Stück EF finden. 
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Betrachtet man abo zuerst das Dreieck AOH und setzt in 
diesem die Seite AH =: a, AO ts ft, so bat man: 

da nun n s= i, 

und fr a> 0*6666666 ist^ 

so folgt a + ft = 1*6666666 

und n — ft SS 0*3333884; 

da ferner ar an 80 ist, so hat man 

y 4- * = 180*^ — « «s 180*^ — 30® «s 160^ 

daher ^^4"^ — 160 : 2 = 76®: 

man hat somit durch gehörige Substitution in die obige Formel: 

♦n„«.ZZ:* * »^Q 03333334 , 
° 2 ® l*6666ß66 

und 

log tang ^^^^ e= log tang 76* + log 0*3888334 — log f6666666-, 

nun ist 



logtang 76® = 10-6719476 — 101 , ^ ^^. ^ 
und log 0*8888384 = 0*6228788- l\' ^'''*'' *^^*'"*^ 
gibt: 10*0948268^10, 

wovon 

log 1*6666666 =a 0*2218488 abgezogen^ 

gibt : log tang ?^ 

diesem entspricht: 

Es ist somit 
und da 
80 folgt 
daher 
folglich 

Da nun ß bekannt igt, so kann man jetzt in dem Ihreiede 
AOF die Seite A F berechnen und aus dieser auch das Stfidk EB 
finden; denn es ist 

AF ^' 



" 9-8729T75 — 10; 




86» 44' 16 9" = ^^. 




Y-^S isn 72® 28' 88*8 




y + * =3 160® 0' 0'' ist» 


■ 


2y t= 222® 28' 83-8"; 




y = 111® 14' 16-9", 




ß c= 180® — y «=» fi%^ 


88' 48". 



cotang ^ ' 

daher durch Substitution der obgefundenen Werthe 

0*6666666 



AF 



cotaDg 68'' 36' 43'' 
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und log AF rx= log 0*6666666— log Gotang 68^ 86U3^'; 
nun ist log 06666666 » 9*8239087 — 10 

und logcotang 68° 86' •43" «=» 9*5895468 — 10 ^ welches abge- 
zogen^ gibt: 0*234862 4; 
diesem entspricht: 1*715388 sia AF. 
Da aber 4 JB =3 1 = dem Halbmesser ist, 
so folgt AF— AE OB EF s» 0*715388. 

Wollte man also nach dieser Art einen Quadranten in drei 
gleiche Theile theilen, so müsste die Verlängerung des Durchmes- 
sers DE =3 0*7 gemacht werden; das Uebrige wie zuvor. 

Denkt man sich nun in der öligen Figur den Quadranten BD 
nach und nach in 4; 5, 6, 7 • • • . und allgemein in n gleiche 
Theile getheilt, hierauf aus dem ersten Theilungspunkte des Vier- 
telbogens BD durch den ersten Theilungspunkt des Halbmessers 
AB (von B aus gerechnet) eine Gerade gezogen, bis die Verlänge- 
rung des Durchmessers Umgeschnitten wird, so lässt sich fär jede 
solche Theilung des Quadranten die Verlängerung des Halbmessers 
AEj d. h. das Stück EFj berechnen. Und geschieht dies auch 
wirklich auf die obangezeigte Art, so findet man Folgendes: 
Für die 3 Theilung ist AF mm l«715888; daher EF » 0*715888, 
„ 4 „ „ AF B» 1-650642 „ EF s 0-660642, 
„ 5 „ „ AF mm 1-686564 „ EF «s 0*686564, 
„ 6 „ „ AF es 1*626657 „ EF ^ 0*626057, 
„ 7 „ „ AF SS 1*619350 „ EF ^ 0*619350, 
„ 8 „ „ ilF =: 1 613656 „ EF as 0*618656, 
„ 9 „ „ ilF» 1*609011 „ EF ^0*60901 Ij 
„ 10 „ „ iiF » 1-604506 „ EF n 0*604506, 
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15 „ ^^ AF «=: 1-594418 „ EF => 0-594413,^ 
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20 „ „ AF » 1*595316 „ EF = 0-595810^ 
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80 „ „ AF s 1-582815 „ EF «■ 0-582815', 



Aus dieser berechneten schematischen Darstellung des Stflckes 
E F sieht man wohl leicht ein , dass man bei unsern gewöhnlichen 
Contructionen nur die erste Decimalstelle benützen und die übrigen 
ohne erheblichen Nachlheil vernachlässigen kann; denn die zweite 
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Decimalziffer hat bei den enteren Theihingeii von 4er 4. bie znr 
10. Tfaeitung gcnoaimen, kauen bo grossen Eisflufis, so dass ruRD 
0-6 = g für £jP annehmcD kann. Von dtr 10. bis sur SO. Thei- 
lung kann man eben so bei VcrnecIilüEsigung der übrigen Ziffern 
ohne crbi'biichen Frb'er die zweite De dm aUlelle, d. i. O'ö um I 
erhöhen , weil die zweite I>e£imeii«teUe 9 oder 8 ist. 

MBn hat also hier fflr «De TheJlungen vOn der 4. bis zur 
SO. Theilung annäherungsweise £jp := 0'6 ^ ^ ^ | des Halb- 
messers des Grundkreises. 

Will man jedoch mittels des berechneten £F noch richtiger 
arbeiten, so muss man die 3 ersten Decimaletellen benutzen, in wel- 
chem Falle man aber einen tausendtheiligen Masssteb braucht; dann 
wird man die Theilungen gewiss mit einer sehr grossoi Genauigkeit, 
ja man könnte »agen auf Sekunden genau vornehmen. 

Uiese Construclions weise dient auser den obigen Theilungen 
auch noch dazu, um Feinere Theilungen EU machen. Hat man z.6. 
in(Fig.I72) den Quadianlen BD in 10 gleiche Theile mittels desSec- 
lionspunktes F gelheill, 
sodass HrCjBH=nB0 
und '}{BÄa^^BAD 
' ' , BO kann man den 
I Bogen BH mittels der 
I Transversalen aus dem- 
selben Punkte F in eine 
I beliebigeAnzahl gleicher 
Theile, hier in S, theilen, 
indem man wie hier das 
Stück B6 in 3 gleiche 
Theile theilt und durch 
I die so erhaltenen Theil- 
punkte aus F die Trans- 
versalen Fm, J^Vi zieht, 
wodurch 

arc Bm «b m» ^ nH ■= 
|fiffund BAm = 
I MAn = nAH=:^BAH 
erfolgt. Denn die krumme Sectionslinie sliBiuit an dieser Stelle mit 
dnn Kreisbogen sehr genau, übewin. 
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Indem man nun ^ fies Quadranten gefunden, diesen auf der 
Peripherie aufgetragen, also den ganzen Kreis in 40 gleiche Theiie 
getheilt , ferner den Bogen B II in 8 gleiche Theiie getheilt und 
auch diesen auf der Peripherie aufgetragen hat, so erhalt man die 
Theilung des ganzen Kreises in ISO gleiche Theiie« 

Durch Dreitheilung eines solchen Theilea erhalt man die Thei- 
lung des Kreises in 860 gleiche Theiie, also von Grad zu Grad« 

Bei dieser Methode hat man noch insbesondere darauf zu se- 
hen , dass man den gefundenen Theil auch richtig abnimmt , weil 
im entgegengesetzten Falle der Fehler sich bedeutend vervielfacht. Um 
jedoch auch dies zu vermeiden, muss man den Durchmesser, auf 
welchem der Sectionspunkt bestiount wird, beiderseits verlängern, 
zwei Seclionspunkte bestimmen und auch auf der entgegengesetz- 
ten Seite den verlangten Theil des Quadranten, hier den Theil CMy 
suchen. 

Ist nun auch dieser gefunden worden, so verbindet man H 
mit M durch eine Gerade, welche, sobald die Punkte M und M 
richtig sind, durch den Mittelpunkt gehen muss, wo nicht, so 
nimmt man mittels der Drehung dieser Linie um den Mittelpunkl 
A die Correctur vor. 



XVI« PolyAeetious-Methode« 

Die hier nachfolgende Methode gehört unstreitig zu den in-« 
teressantesten Auflösungen und zwar schon deisshalb, wdi die 
krumme Linie, welche diese Construction gibt, nicht nur neu, son- 
dern auch an und für sich sehr interessant ist 

Wie bereits bei der Di n o s tr a f sehen Quadratiix gesagt wurde^ 
war diese Quadratrix die Veranlassung, auch andere solche zu ent-* 
decken. Alle diese stimmen jedoch in der Construction darin über- 
ein, dass man den Halbmesser und die Peripherie eintheilt und 
hierauf parallele Kreisbögen nach einem bestimmten Gesetze so fuhrt^ 
dass die Halbmesser des Grundkreises geschnitten werden. Geht 
man doch von dieser Idee ab , nimmt statt dem Halbmesser eine 
andere und statt den Parallelen von irgend einem Punkte ausgehende 
Gerade als Strahlenbüschel an, so kommt man auf verschiedene 
andere Systeme von Linien, wovon ein Beispiel hier gegeben wird. 

Unsere krumme Linie wird also auf folgende Art gefunden: 
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Man beschreibe aus ^ mit AO (Tig. 178) «neo Kreis nnd 
"■!'■ "* Ikeile ihn in eine be- 

liebige Anzahl gleicher 
Theile, hier In »4, er- 
richte iii A auf den 
Durchmesser ffp' eine 
Loihrvchle BC, ziehe 
in ff an den aus A be- 
schriebenen Grundicreig 
eine Tangenle DE und 
Irage auf dieser von g 
aus eine beliebige Ein- 
heit mehrmals auf (hier 
ist diese Einheit gleich 
der Sehne des 34. Thei- 
dee Gmndkreises 
angenommen). Betrach- 
tet man nun die durch 
auf ffff" gezogene 
Normale B C als Axe, 
und nimmt in derselben 
wo immer den Anfangs- 
punkt für die krumm« 
Linie, z. B. in n an, 
so werden die übrigen 
Punkte auf folgende 
Art bestimmt I 

Man zähle von dem 
BerflhningEpunkte ^ der 
an dcnKreis in^ gezoge- 
nen Tangente angefan- 
gen so viele Theile ab, 
als wie viele derVier- 
(elkreis oder Quadrant des Grundkreises bei der Thellung erhalten hat, 
also hier 6 solche Theile, nehme den so gefundenen Punkt als An- 
fangspunkt der Bezifferung für die Theilpunkte der Tangente an 
und beziffere die unterhalb auf der Tangente befindlichen Tlieilungs- 
punkle mit +1, -|-2, +8, +4, +5, -f ä , so wie die 
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oben stehenden Punkte mit — 1, —2, — 8, — 4, — 5, — 6..,-^ 
wie dies die Figur zeigt. Verbindet man nun den Anfangspunkt 
a mit +1 der Tangente DE und verlängert den Halbmesser AI 
bis di« Verbindungslinie + la geschnitten ist, so erfolgt 6 als ein 
zweiter Punkt dieser krummen Linie; wird femer n mit -|-2 der 
Tangente verbunden, sodann der Halbmesser AU bis 2U dieser Ver- 
bindungslinie verlängert, so erhält man c als einen dritten Punkt 
dieser krummen Linie ; ebenso gibt a mit -^-S verbunden und AHi 
bis -{-Sa verlungert , den vierten Punkt u. s. w. Betrachtet man 
nun diese Construction genau und verfolgt sie bis zum Punkte ^, 
so wird man leicht einsehen, dass diese Curve durch den Punkt ffj 
welcher im Endpunkte des Halbmessers A^ ist, durchgehen muss« 
Und macht man diese Construction auch noch weiter, so findet man 
auch noch weitere Punkte dieser Krummen, hier A, i, Ar^ / . . . 

Eben so sieht man leicht ein, dass man bei fortgesetzter Ope- 
ration auf eine Asymptote stossen muss, welche dann erfolgt, wenn 
der aus a geführte Strahl einen eben so grossen Winkel mit der 
Axe BC bildet, wie der aus A gezogen^ und verlängerte Halb-» 
messer mit derselben Axe gibt. 

Am interessantesten ist dabei die Bildung (Construction) der 
zweiten Hälfte oder des zweiten Astes: denn hiezu braucht man 
nicht etwa einer zweiten Tangente, sondern es werden die Punkte 
für den zweiten Ast mittels der negativ angenommenen Punkte der-*^ 
selben Tangente gefunden. Verbindet man also a mit — 1, — Tiy 

— 3, — 4 .... der in ^ an den Grundkreis gezogenen Tangenr 
ten D E und verlängert jede solche Verbindungslinie über a hinab 
bis die Verlängerungen der entsprechenden Halbmesser AI' ^ Air^ 
A UV geschnitten werden, so erhält man die Punkte für die zweite 
Hälfte. So gibt — 1 a und A P gehörig verlängert den Punkt h* ; 
ferner — 2 a mit A IP gehörig verlängert , den Punkt c* ; eben sov 

— Sa mit AHP gehörig verlängert den Punkt d' u. s. w.. Alle 
diese Punkte sind in derselben Stellung gegen die Axe BC rechts, 
wie die zuvor bestimmten Punkte links, wodurch also eine symme- 
trische Curve mittels einer einzigen Tangente erhalten wird. 

Auch für die zweite Hälfte erhält man eine Asymptote unter 
demselben Winkel gegen die Axe J3C. 

DieAsymptole für den positiven Theil wird offenbar zwischen^ 
den zwei Strahlen -{-lOa und -|- 1^ ^ sich befinden, denn -^ IIa 
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gibt mit dem ihm entsprechenden Halbmesser A XI verlängert -(- Oj 
oder besser gesagt , gar keinen Punkt für den positiven Ast, weil 
diese zwei Linien schon bedeutend divergiren. 

Diese Divergenz lässt sich mittek der Trigonometrie sehr 
leicht ausmittehi, indem man den Winkel -{-li aA berechnet und 
dann auch den Winkel -^ liaB als den Ergänzungswinkel des 
Winkels -^llaA zu 180^ sucht^ und mit den Winkeln CAn und 
nAa vergleicht. 

Auch dies ist merkwürdig, dass die Asymptoten nicht so wie 
bei der Kegelschnittslinie Hyperbel von Aussen, sondern von Innen 
erfolgen; man hat hier also innere Asymptoten dieser krummen 
Polysectionslinie. 

Will man nun mittels dieser krummen Linie irgend einen Winkd, 
hier z. B« den Winkel OAIU und dessen Bogen OHI in eine be- 
liebige Anzahl gleicher Theile, z.B. in drei, theilen, so ifuhre man 
aus dem Anfangspunkte a die ao A, Aa, mache ao ^ A 
und verlängere den Schenkel AIII bis zu dieser krummen Linie, 
d« i. bis d'^ führe aus a durch ä eine Gerade, bis die aus o an 
den Grundkreis A gezogene Tangente geschnitten wird, und theile 
das so abgeschnittene Stück -(- 3 der Tangente DE in so viele gleiche 
Theile, als wie viele bei dem Bogen verlangt werden; verbindet 
man zuletzt die Punkte -f. i, 4. 2 der Tangente mit a und führt 
aus den so erfolgten Punkten b und e der Curve nach dem Mittei- 
punkte die Strahlen bAj eA^ so erhält man die Theilung des Bo- 
gens und des Winkels, so dass : 

. arc Ol *» in = um — I Olli 
und %0AI « lAII — II AIII = \AIIIO 

mathematisch richtig erhalten wird. 

Wie man aus der Construction sieht, lassen sich die beiden 
anfänglichen Stücke, d. i. sowohl das des positiven als auch das 
des negativen Astes zur Theilung des ganzen Halbkreises benützen, 
wobei man die erforderlichen Hilfspunkte sehr scharf und deutlich, 
somit auch die Theilung des Halbkreises genau erhält. 

Zu dieser Theilung ist das mit der grossen Klammer in der 
Figur angedeutete Stück K der Tangente , d. i. von bis +6 
und — 6 erforderlich. Das Stück ä: ist as 2 ^4 a, welches sich aus 
der Construction ergibt« 

Will man nun den Halbkreis in eine beliebige Anzahl glei- 
cher Theile theilen , so kann diese Anzahl paar oder inpaar , also 
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2n oder 2n -|- 1 sein. Im ersten Falle wird man das Tangen- 
tenstück K in eine so grosse Anzahl gleicher Theile theilen^ als 
wie viel Theile im Halbkreise verlangt werden, und im zweiten 
Falle mttss das TangenlenstGdE K in doppelt so grosse Anzahl 
gleicher Thefle getheilt und jeder zweite Theilungspunkt als Hilfs- 
punkt benfitzt werden, weil in diesem Falle der Punkt im Halb- 
kreise kein Theilungspunkt, sodem nur ein Halbirungspunkt des 
verlangten Theiles sein wird. 

Diese Construction ist desshalb besonders merkwürdig und 
interessant, weil man bei der verschiedenen Annahme des Punktes 
a und auch der Geraden DE auch verschiede» geformte Curven 
erhält. Wir haben jedoch von den unzähligen Curven, welche hier 
möglich sind, nur drei mittels der Tangente hervorgehoben, d. i, 
die bereits gejgebene und die zwei hier nachfolgenden. 

Indem man nun den Anfangspunkt a weiter und weiter von dem 
Gruiidkreise A hinausrfickt, erhält auch der Kopf dieser Curve eine 
über die Tangenten mehr und mehr hinansgebogene Form, und es 
werden eich auch die zwei Aeste dieser Curve immer mehr und 
mehr einander nähern. Rfickt man hingegen mit dem Punkte a im- 
mer weiter und weiter gegen den Mittelpunkt des Grundkreises, so 
rücken auch die zwei Aeste dieser Curve weiter und weiter aus- 
einander und die ganze Curve erhält eine der Hyperbd ähnliche 
Form; welche desto mehr gestreckt erscheint, je näher man mit 
dem Punkte a an den Mittelpunkt des Grundkreises kommt 

In jedem dieser Fälle wird die krumme Linie einaxig sym- 
metrisch erfolgen, sobald der Punkt a in dem vertikalen Durch- 
messer oder in dessen Verlängerung angenommen wird. Ninunt 
man dagegen diesen Punkt seitwärts der Vertikalen BAC, so er- 
hält man wieder andere Formen dieser Curve. Ja man erhält so- 
gar am Kopfe derselben Schlingenformen, von denen wir jedoch 
nur solche hier angeben, welche für die Theilung des Winkels sehr 
günstig zu sein scheinen und dabei , so wie die vorhergehende, 
die Symmetrie nicht verlieren. 

Nehmen wir nun an, den Anfangspunkt der Curve in dem 
Endpunkte des vertikalen Durchmessers, also zugleich in der Peri- 
pherie des Grundkreises an , so wird unsere krumme Linie symme- 
trisch erhalten , indem man bei der Construction auf die nachfol- 
gende Art verfährt: 



Man beschreibe «us A (Fig. 174) mit einem beliebigen Halb- 
Ftf. tT4. 




nieseer, hier niil AO einen Kreis und theile ihn in eine beliebige 
Anzahl gleicher Theite, hier in 34; ziehe in dem Bndpunble g des 
horisonlalen Halbmessers Ag eine Tangente, ßlle auf diese ans 
dem angenommenen Anfangspunkte a eine Loihrechle do, Iheiie 
das so auf der Tangente erhaltene Slfick go in so viele gleiche 
Theile, als wie viele nach der Theilung der Quadrant erhalten hat, 
trage einen solchen Theil auf der Tangente beiderseits noch mehr- 
mals auf und mache die Bezifferung von dem Nullpunkte angefan- 
gen so, das« die unteren Theilpunkte das positive und die oberen 
das negative Zeichen erhalten. — Hat man nun diese Vorbereitung 
getroffen , so werden die Punkte der Curve auf folgende Art be- 
stimmt: Man verbinde -|- I mit a, so schneidet diese Verbindungs- 
Knie den Halbmesser Ai m b und gibt b als den zweiten Punkt 
der Curve,- verbinde! man -j-2 mit a, 'so schneidet diese Verbin- 
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dungslinie den Halbmesser AH in c, und gibt c als den dritten 
Punkt dieser Curve; ferner -^S mit a verbunden, gibt auf dem 
Halbmesser A HI den Punkt d als den vierten Punkt dieser Curve u, s. w. 

Der Punkt ff vrird erhalten, indem man den Punkt -f- 6 mit a 
verbindet; nun ist aber der Punkt -|- 6 zugleich ein Endpunkt des 
Halbmessers Äff, es wird daher der Endpunkt ^ des Halbmessers 
Äff zugleich ein Punkt der Gurve sein, also derjenige Punkt, wo 
die Peripherie des Grundkreises geschnitten vnrd. 

Geht man nun mit der Bestimmung der Punkte so weiter fort , 
so findet man, dass die aus a durch den Punkt 4* 10 der DE 
geführte Gerade fast eine Asymptote der Curve sein wird ; denn die 
aus a durch -|- 10 geführte Gerade läuft mit der Verlängerung 
des Halbmessers AX parallel, wenn '^^lOaA^=s^XÄXII ist, 
welches sich durch Rechnung sehr leicht finden lässt. 

So wie man diesen Ast bestimmt hat, eben so findet man auch 
den zweiten, indem man die negativen, d« i. die oberen Punkte der 
Tangente D E benützt. Zieht man also die Linien — I /i, — 2 a, 
— 3ii • • ., und verlängert jede über den Funkt a hinab, bis die 
entsprechenden Halbmesser AI', All*, AlH* » . « geschnitten wer- 
den, so hat man: b\ c', df, e' • . . als Punkte für den zweiten 
Ast. Der Punkt g* wird erhalten, indem man aus — 6 durch a 
eine Gerade zieht; und da auch diese Gerade unter 45^ gegen DE 
geht, so muss sie durch den Endpunkt des horizontalen Durchmes- 
sers gehen; somit muss g* als ein Punkt der Curve zugleich in der 
Peripherie des Grundkreises sein. 

Geht man nun so fort mit der Bestimmung der Punkte , so 
findet man, dass die aus — 10 durch a geführte Gerade fast eine 
Asymptote der Curve sein wird; denn sie geht mit der Verlänge- 
rung des Halbmessers AX! beinahe parallel. 

Untersucht man dies durch Rechnung, so findet man, dass 
, die diesfallige Diff'erenz nur sehr gering ist. 

Man sieht also im Allgemeinen, dass hier so wie im ersten 
Falle, alle noch durch Construction möglichen Punkte nur vermit- 
tels einer einzigen Tangente erhalten werden, und dass die den 
Theilpunkten der Tangente entsprechenden Punkte der Curve ganz 
dieselbe aber entgegengesetzte Lage bezüglich der Axe BC haben. 

Nimmt man ferner den Fall an, dass die krumme Linie ihren 
Anfang innerhalb des Grundkreises hat, hier Fig. 1 75 in a, etwa im 



Halbirun^punkte dm vprlicakn Halbnifssere AO, so wird man in 
fit- ns. 




diesem Falle, so wie zuvor, eine symmelrigche Cnrve erhallen. Hai 
man «Iso den Grundkreis eingetheilt, hier z. B. in 16 ^leiclie Tlieile, 
so mussauch das Släck oe der Tangenle0£ in eben eo viele gleiche TheJIe 
getheilt werden, als wie viele bei dieser Tbcilung; für denOuadran> 
len entfallen. Hier muss also «o in 4 gleiche Theile getheill, um) 
ein solcher Theil auf derselbe) Tangente noch mehrmals aufgetra- 
gen werden, sobald man fQr diese Curve auch die ausserhalb des 
Gmndkreises liegenden Punkte bestimmen will 

Wie die Figur aeigt, erhält die Curve in diesem Falle eine 
der Hyperbel ähnliche Form «nd geht fast m eine Gerade über. 

Eine nähere Betrachtung dieser Curve zeigt, das« man mit ihr 
nicht so genau die Polysection vomohmen kann, wie mit jenen zwei 
zuvor angegebenen, weil die aus a nach den Theilpunkten der Tan- 
gente gezogenen Strahlen diese Curve sehr schief schneiden. Dies 
findet desto mehr Statt, je gestreckter diese Curve wird, d. h. je 
näher man mit dem Anfangspunkte a gegen den Mittelpunkt rQckt. 

Unter allen diesen unzähligen krummen Linien sind auch solche 
mSglich, welche mit der Peripherie des Grundkreises zum Theile 
zusammenfallen, welches dann insbesondere stattfindet, wenn man 
den Anfangspunkt dieser krummen Linie in der Peripherie des 
Grundkreises und statt der Tangente eine Secante als Hilfslinie an- 
nimmt. Die ConstnictioR einer solchen Linie ist schon desshalb 
interessant, weil man dann schon mittels des Theiles der Peripherie 
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des Gnindkreises , mit welchem diese Curve zusammen fallt, jeden 
diesem Peripherietheile entsprechenden Winkel sehr leicht in eine 
beliebige Anzahl gleicher Theile theilen kann, was in den drei ob- 
angeführten Fällen erst dann stattfinden kanU; wenn man die krumme 
Linie selbst zuerst constniirt hat. 

Die daraus abgeleitete Methode der Polys^lion ist unter 
Nr. X gegeben. 

Die diesem Falle entsprechende Curve gfeht durch die Punkte 
B und D^ föllt an dem Punkte B zum Theile mit dem Kreise 
zusammen und geht dann nach zwei Richtungen in's Unendliche 
fort. Auch durch diese Auflösung sind Tausende von Linien be- 
stimmt, welche nicht nur die drei angegebenen, sondern auch ver- 
schiedene andere Formen erhalten. 



A n h a n ^. 



Consiruction bestimmter Winkel. 

Bs kommt in der Praxis sehr oft vor, einen Winkel von be- 
stimmtem Gradmasse zu zeichnen, ohne den Transporteur oder die 
Sehnentafel bei sich zu haben. Eben so umgekehrt, kann der Fall 
eintreten, den gegebenen oder schon gezeichneten Winkel in Grad- 
masse zu bestimmen. 

Für derlei Fälle ist es also lYünschenswerth , eine allgemeine 
Methode zu haben, nach weicher man jeden verlangten Winkel con- 
struiren oder auch jeden gezeichneten Winkel in Gradmasse be- 
stimmen kann. 

Da ein solches Verfahren durch rein geometrische Construc- 
tion mathematisch richtig nicht möglich ist, so waren wir bemüht, 
wenigstens näherungsweise diese Aufgabe zu lösen, jedoch so, als 
es nur die praktische Genauigkeit verlangt. 

Wir wollen uns also zuerst mit der Skala oder der allgemei- 
nen Construction eines beliebigen Winkels bis 16^ bekannt machen. 
Man nehme auf einer Geraden AB (Fig. 176) eine beliebige 

f^ff' i70. Einheit A\ an und 

trage sie auf AB 
^ von A aus 7mal 

auf, errichte in 
li^."^ dem so erhaltenen 
7. Theilungspunk- 
te oder in Ceine 
Normale , trage 
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' " I 



r:» 






t 



<^—^B 



Ol ja m W V VI m , -^^ auf derselben von 
C aus die zwei auf A B angenommenen Einheiten , d. i, | von A C 
auf, und theile dann die so begränzte Normale in 16 gleiche Theile, 
so erhält man, wenn A als Scheitelpunkt angenommen und mit je- 
dem auf der Normalen erhaltenen Theilungspunkte durch eine Ge- 
rade verbunden wird, die Winkel in der natürlichen Ordnung von 
1^—16*', so dass: 
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V Cil5 = 6« 



'^CAli= 14® 
^CillÖ = 16® 



•^CA 9 = ft® 
^CAIO =» 10® 
;^C411 «« 11® 

:^,Cill2 = 12* 

In wie ferne nun dabei gefehlt wird und bei welchen Win- 
keln die gröbsten oder die kleinsten Fehler begangen werden, kann 
man sich auf folgende Art überzeugen» 

Es ist AC die eine Kathete und Cl oder C2 oder C8 u..s.w. 
die andere Kathete eines rechtwinkeligen Dreieckes; man hat dem- 
nach, wenn die einzelnen Winkel der Ordnung nach mit x^ j?^, x^9iü% 
u. 8. w. bezeichnet werden: 



Ut Ul.1 


1 TV uiu 


VA^/^Jl«« ^«'« ^-^ «««^ v««aa^ «a/ ^ 




>1 


79 


Cil2, C2 = AC tang j?^ 


„ tang a?, =. — , 


J> 


W 


Ci43, C3 = ilC tang j?. 


„ tang or, = ^ , 


79 

• • 


91 

• • 


Cil4, C4 = i4C tang x^ 


„ tang j?, =s — , 



Da nun CD als die eine Kathete in 16 gleiche Theile ge- 
theilt wurde, so hat die andere Kathete AC 56 solche Theile, in- 
dem nach der Construction ^CD = | von AC^ also ACsz7xS=66 
ist. Für den Winkel Ciil6 oder C^D hat man 

Cie 16 
tang £pj 



16 

und 

nun ist 
und 



AC 56' 

log tang x^g =a log 16 — log 66; 
log 16 = 2*2041200 — 1, 
log 66 = 1*7481880 



daher log 16 — log 56 « 4569320 — 1, 
somit log tang x^^ = 9*4569320 — 10. 
Diesem entspricht: 15® 56' 43'^ 

Es ist somit der nach dieser Construction gefundene Winkel 

CAD = CAie ^ 15®56M8''; 

da nun der wahre Winkel 16® sein soll; so folgt, wenn man d^ 
gefundenen Werth Ton dem wahren abzieht, der hierbei begangene 
Fehler F «« 15® 69' 60" — 16® 66' 48" = 0® 8' 17". 

Es ist somit dtr Fehler unbedeutend, so dass man ihn in der 
Praxis vernachlässigen kann. 

Fiailiowaki, Thciluim de» Wiakeh. ]7 
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Wird nan auf diese Art mit der Rechnung; auch weiter vor- 
gegangen, 80 erhält man folgende» Fehler-Tabelle : 

1* ist der gef. Winkel = 1* 1' 22", dah.d. Fehler O'l' 22" zu gross, 

- 2^ 2' 40'' „ „ 0*2 40" „ 
= 3' 3' 59" „ „ 0^3' 59" 
= 4» 5' 8" „ ,, 0^5' 8" 
= 5' 5' 7" „ „ 0^5' 7" 
« 6' 6' 55" „ „ 0^6' 65" „ 
= 7' r 35" „ „ 0*7' 35" „ 

- 8" r 48" „ „ 0*r48" „ 
= 9** V 48" „ „ 0*7' 48" „ 
= 10* r 28" „ „ 7' 28" „ 
= 11' 6' 46" „ „ O'^eUÖ" 
= 12* 5' 41" ,, „ 0*5' 41" 
= 13* 4' 9" „ „ 0*4' 9" 
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= 14* 2' 10" ., „ 0*2' 10" 



= 14*59' 42" „ „ 0^0' 8" zu klein, 
= 15'56' 43" „ „ 0*3' 17" 

Mau hat daher durchschnitllich , wenn die Sekunden unter 30 
vernachlässigt und die zu weit über 30 reichende als Minute an- 
genommen werden, das Maximum 8 Minuten. 

Wie man aus dieser Tabelle sieht, wächst der Fehler bis zur 
Hälfte der Senkrechten CD und dann nimmt er ab, so dass bei 15^ 
der Fehler fast angesehen werden kann* 

Da nun bei den ersten und letzteren dieser Winkel der Fehler 
nicht so gross, und die Construction sehr einfach ist, so kann 
diese Methode als eine praktische genannt werden. 

Wie wir bereits gesehen haben, kann die Construction mittels 
eines Zirkels sehr schnell ausgeführt werden, allein man kann sie 
eben so gut beim freien Handzeichnen mit einem besonderen Vor- 
theile anwenden, nur muss man dabei umgekehrt verfahren. 

Man wird nämlich , statt eine beliebige Einheit auf einer Ge- 
raden aufzutragen, ein beliebiges Stück annehmen, dieses in 8 gleiche 
Theile theilen, im siebenten Theilungspunkte eine Senkrechte er- 
richten und im Uebrigen wie zuvor verfahren. Da nun die Ein- 
theilung in 8 und 16 gleiche Theile nach dem Augenmasse, also 
ohne Zirkel, darum sehr leicht und schnell bewerkstelliget werden 
kann, indem man nur Halbirungen vorzunehmen hat, so folgt daraus, 
wie sich auch jeder überzeugen kann , dass diese Methode in je- 
der Beziehung empfehlbar ist. 

Wollte man nach dieser Methode irgend einen Winkel von 
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mehr als 1 6® zeichnen, so inüsste dann der gegebene Winkel so zer- 
legt iverden, dass jedesmal der Winkel von 15^ dabei vorkommt, 
indem nach der Berechnung bei der Construction dieses Winkeis 
der geringste Fehler begangen wird. Die übrige Ergänzung oder 
der nöthige Abzug um den fraglichen Winkel zu erhalten, wird, wie 
zuvor, nach der 16 gradigen Skala gesucht. 

Soll z. B. der Winkel von 48° construirt werden, so ist 

48 = 3 X 15 + 8; 
man wird daher zuerst den Winkel von 15° suchen, diesen dann 
dreimal nehmen und diese Summe um 3° vermehren. Hat man 
nun wirklich einen solchen Winkel construirt, so ist der Fehler 
dabei 0° 3' 6"; wird hingegen 48 in 3 mal 16 zerlegt und so 
die Construction vorgenommen , so begeht man einen Fehler von 
0° 9' 61", welcher Fehler bedeutend grösser ist als nach der vor- 
hergehenden Zerlegung und Construction. 

Ist also (Fig. 177) z. B. der Winkel ECVII = 16° gefun- 
den worden, so 
braucht man nur 
aus C mit dem 
Halbmesser CVII 
einen Bogen zu 
beschreiben und 
auf diesem dann 
den Bogen EVI! 
dreimal aufzutra- 
gen, wodurch also 
-(_ilCFII==48° 
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gefunden wird, mit dem Fehler von 9' 61'^ Diesen Fehler kann 
man dadurch verbessern, indem man nur um die Dicke des Striches 
zurückgeht, welches für einen Durchmesser von 5" bis 6'' noch gilt. 

Viel genauer erhält man den Winkel von 48°, wenn man zuerst 
den von 46° und dann den von 8° zeichnet. Dasselbe gilt von jedem 
Winkel, der nahe an oder über 80°, 45°, 60°, 90° u. s. w. ist* 

Da nun das Auftragen des Winkels oder das Vervielfachen 

desselben bei grossen Winkeln sehr lässig ist, so construirt man 

lieber zuerst einen kleinen Winkel als Ergänzung zu 90 oder zu 

180° und zieht dann diesen von dem von 90 oder von 180° ab, 

wodurch man den Rest als den verlangten Winkel erhält. 

17* 
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Soll s. B. der Winkel von 86^ gezeichnet werden, so zeichne 
man auf die angegebene Weise einen Winkel von 4^ und ziehe die- 
sen Yon 90 ab. 

Ist also ^BAD = 4^ (Fig. 178) gemacht, so braucht man 

^. /^& nur auf JB in il 

^ eine Senkrechte zu 

errichten, wodurch 
DAE = 86® eV- 
folgt. Der so erhal- 
tene Winkel DAE 
wird um 5' 8^' zu 
klein sein, weil der 
Ergänzungswinkel 
BAD = 4® um 
6' 8'' zu gross ist. 
^ • Auf diese Art 

^^ . — r^ kann man jeden be- 

Ä jr~ ^ nf~lr V~~w~~m * liebigenWinkel, der 

nahe an 90® ist, oder dessen Ergänzung zu einem andern be- 
kannten und leicht construirbaren Winkel gefunden werden kann, 
sehr leicht finden* 

Soll also ein Winkel von 59® gesucht werden , so construire 
man den Winkel von 1® innerhalb an dem einen Schenkel des Win- 
kels von 60®; ist der Winkel von 58® zu suchen, so construire 
man den Winkel von 2® innerhalb an dem einen Schenkel des Win- 
kels von 60® u. s.. w. 

Für jeden Winkel fiber 60® suche ^man den Ueberschusswin- 
kel und zeichne hiezu einen Winkel von 60® u. s. w. 

Auf diese Art könnte man mit Leichtigkeit die Peripherie 
auch ohne Zirkel in 860 gleiche Theile theilen, welches jedoch eine 
grosse Uebung erfordert 

Wie man aus dem Obigen sieht, ist das angegebene Verfah-' 
ren höchst einfach, sehr leicht zu merken und daher sehr praktisch 
und empfehlbar, besonders da, wo es sich um die schnelle Angabe 
und Bestimmung eines Winkels handelt und keine so grosse Ge- 
nauigkeit verlangt. 

Praktisch und leicht zu merken ist sie darum, weil man die 
Construction durch lauter Halbirungen vornehmen kann und das 
Verfabrm allgemein ist. 



^ 



